
Max Planck Research Group 

Epistemes of Modern Acoustics 

______________________________________ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Scan licensed under: CC BY-SA 3.0 DE | Max Planck Institute for the History of Science 
 

_________________________________ 



,., 1 
I 

'Theorie 
uer 

LUF,'fSCFIWINGUNGEN 
lll 

Röhren mit offenen Enden. 

Von 

H. HELMHOLTZ. 
(1 85 D.) 

Hcra nsgegcben 

VO ll 

.A. W:mgerin. 

L EIP :t;lG 

VERLAG VON WILHELM ENG!~LMANN 

1896. 



) 

----

MAX · PL AN C K·IIU BTIT Ul 

fi'O• WIBBII\IS CHAI'TS UEICHICHTI! 

8 iblioth8k 

AllS lOiit"l ISHJI.I O T HiiK 

VOJI IJRWIN HllialiiRT 

/ 



[1] 

Theorie der Luftschwingungen in Röhren 
mit offenen Enden. 

Vo n 

H. Helmholtz. 
(Crellc-Boreh:mlt, J oum a.l fü r die reine um! ang·cwandte Mathematik, 

Btl. LVll, S. l - i 2. Dcrlin l büO ). 

Die mathematisclic 'rheori e der Orgelpfeifen ist von den 
bedeutendsten mathemati schen Physikern vielfältig behandelt 
worden, aber seit uen ersten Schritten, welche D . B emoulli 
und E ulm· gcthan l1aben, und durch welche uie Hauptzüge 
der Erscheinung· eine annähernde Erklärung fanden, um keinen 
wesentli chen Schritt vo rgerückt. Der Grund davon hat haupt
sächlich darin ge le~en , dass die Mathematiker es nicht wagten, 
die Aunahrne aufzugeben, <lass di e Bewegung der Lnftthcilchen 
im Innern der Röhre überall ihrer Axe parallel gerichtet, und 
sowohl di e Geschwindigkeit wie der Druck in allen P unkten 
desselben Querschnitts der Rii lne gleich gross sei. Diese von 
den ersten Bearb eitern der J<;infachheit weg·en gemachte An
nahm e i8t ganz unbedenklich für die von ofTeuen Enden ent
fernteren T beile einer cylindrischen oder prismatischen Röhre, 
aber in der Nähe offener Enden, wo die ebenen Weilen der 
Röhre in den freien Hanm i.ibcrzug·ehen anfang·en, um sich 
dort in F orm kugeliger Wellen auszubreiten, ist j ene Am1 ahme 
nicht meln zulässig, da es klar ist , dass ein solcher Ueber
gang nicht sprungweise geschehen kann. B enwulli, .B uler 
1md Lagrange hatten an genommen, dass die Verdichtung am 
ofi'enen E nde der Röhre stets gleich Null sei. Dass sie sehr 
viel kleiner sein müsse als bei den gleic!Jcn Wellenphasen im 
Iuuern jtler Röhre, wo die bewegte Luft von den Röhrenwänden 
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gehindert wird, ~ i ch seitlieh auszudehuou, ist leicht einzusehen, 
da am oiTenen Enue kein anderes Hindemiss ihrer Ausdelmnng 
besteht ab die Trägheit der benachbarten Luftmassen. lu so 
fern nähert sich j ene An nahme un d di e uarauf basirto 'l'hoorie 
allerdings sohr clor Wahrheit aber sio ist nic!lt vollständig· 
. I . ' nc 1t1 g·. Denn dio Dichtigkeit am J<;ntlc dor lWhrc muss aller-

dings gleich go~etzt werden der Dichtigkeit der anstossenden 
L uft im freien 1.\aume, aber nicht der constanten Dichtigkeit 
der ruhenden Luft, sondern der veränderten Dichtigkeit dieser 
selbst in Vibration geratheuen Luft. Deshalb widersprechen 
dio lt'olgenmgen aus j ener Annahme a uch in maneher anderen 
Beziehung der Erfahrung. So folgt daraus, wie [2] schon Poisson 
hervorgehoben hat, dass bei gewissen Röhrenlängen die Schwin
g ungen im Iunem, welche eine end liche Kraft oder eine end
liche mitgetheilte llewegung erregt, unendlich gross werden 
und, einmal erregt, nicht wieder erlöscllcn, weil sio nichts von 
ihrer lebend igen Kraft der ii.nsscrcn Luft mittheilen. Bule1· *) 
selbst hatte diese Ab weichungen dadurch erklären wollen, 
dass die Erschütterung sich zum 'l'heil den Wänden der lWhre 
mittheilte nud dadurch der Luftmasse verloren g inge. Poz's
son **) suchte den Grund richtiger in dem Umstande, dass 
die Verdichtung am offenen Ende der 1'\öhre nicht vollständig 
gleich Null, sondern nur sehr klein sei. Aber er wusste ihren 
wirklichen Werth nicht zu find en, sondern baute seine 'l'heorie 
auf eine neue Hypothese, welche sich in unserer Untersuchung 
als im Allgemeinen umichti g· erweisen wird . Er machte nämlich 
di e Annahme, dass die Verdichtung am Ende der Röhre pro
portional der Geschwindigkeit se i, wie sie es bei ebenen fort
schreitenden W ellen ist. Wenn di e Geschwindigkeit v 1 di e 
Verdichtung s, tlie Scll:.tllgeschwincligkeit ct ist, so setzt er 

lcv = as . 

Di~ Constanto lc nimmt er an geschlossenen Enden als sehr 
klem, an oil'eneu als sehr gross an; ihr wirklicher W erth 
bleibt unbestimmt. Dieser Annahme gernäss müssten am offenen 
Ende der Röhre di e Maxima der Geschwindigkeit mit den 
Maximis der Verdichtung der Luft cler Zeit nach zusammen
fallen. Im Gegentheil wird die von uns anzustellende voll
ständigere Analyse zeigen, dass beicle nahelJin um ein Viertel 

*) Novi Commentarii Acarl. Petrop. 'l'oru . XVI, p. 3'17. 
**) Memoires de l'Academie des Seiences 1817 '!'. ll, p. 305. 
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der Schwingungsdauer anseinand erfall en. Poissou'!i An nahm e 
beseitigt die genannten Uebels1ände der fr üheren 'I'hcoricn, 
indem bei se iner Hypothese allerdings Schall in den freien 
l{aum übergeht, und · deshalb die Schall schwingungen in der 
Röhre schnell erlöschen , sobald die erregende Kraft aufge
llört hat zu wirken. W ie viel Schall aber in den freien 
Raum bei jeder Hofl exion der Schallwellen übergeht, hän gt 
von dem unbekannten Worthe der Oonstante lc ab, und bleibt 
deshalb selbst unbekannt. 

Andererseits fo lgt ans Poisson's wie aus der älteren An
nahme, dass die :U'läcben kleinster Bewegung (Knotenfli:i.cben) 
genan um eine Viertelwellenlänge vom oiTenen Ende der Röhre 
abstehen, was allen älteren nud neueren Erfahrungen üher dio 
Höhe der durch Anblasen erzengten Töne uml der durch [3] die 
Rosonan;; der Höhre verstärkten Töne widersprich t tllld durch 
die directeu Versuche von Jiopl.:ins iibcr di e Lage der Knoten
fl ächen widerlegt wird. Diese Flächen sind in ofTcnen cylin
dri schen und prismatischen Röhren vom Ende der Röhre etwaB 
weniger entfernt, als die Viertelwellenlänge beträgt. Gegen 
Poisson's Versuch, zu erkHlren, warum beim Anblasen beider
sci1 s otl'ener IWhren t.i efere Töne en tstehen, als seine Theorie 
erwarten lässt, haben schon Quct nnd Zamminer gegründete 
Bedenken erhoben . Poisson's Formeln ergeben nämlich, 
dass , wenu eine Bewegung von bestimmter Amplitude der 
Luft der Röh re in ei nem Knotenpunkte mitgetlteilt wird, 
die Amplitude in den Schwi ngungsbäuchen sehr gross wird, 
nämlich vo11 derselben Ordnung wie Poz"sson's Oonstante lc. 
Daraus schliesst er, dass fiir diesen Fall die Amplituden der 
"Schwingung grösser würden, als es die bei der Ableitun g· der 
Bewegungsgleichungen gemachte Annahme unendli ch k leiner 
Vibrationen erlaubte. Unter diesen Ums tänden sei also Schall
bewegung unmöglich, und es könnten deshalb beim Anblasen 
der Böhre nm 'l'öne entstehen, dio sich dieser Grenze der 
Tonhöhe nii hertrn, wirklich aber immer ti efer bleiben müssten. 
Mathematisch ist dieser SelJluss unzulässig, denn wie gross 
auch die übrigens durchans unb ekannt bleibende Grösse lc sein 
mag, so würde doch imm er die Grösso der mitgetheiltcn Am
plitude so klein gewühlt werden können, dass die Bewegnngs
gleiclmngen der Schallb ewegung anwendbar bleiben, und auch 
der Erfahrung widerspricht diese Darstellung. Allerding·s tritt 
in den Versuchen von liopkins die Schwierigkeit, der Luft 
der Röhre in einer Knotenfläche eine gegebene Bewegung 
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mitzut!J ci len, de111lich i11 tlie Ersch einung·, wei l nämlich hier 
der Widerstand der Luft den Schwingungen der von I-Iopldm 
nngewcntlcten schwingenden Platten am meisten hinderlich 
wird. I> ic lebendige Kraft il cr Bewegun g, welche der schwin
gend e l<.örper an di e Luft abgc bcu muss, um die starke Re
sonanz der Röhre :.111 unterhalten, wird hier am )J cdoutcndstcn, 
nnd wen n al so der schwingende Körpnr nicht gcnijgelld vi el 
lebendige Kraft erzeugen und abgeben k:mu, hört er auf z11 
schwingen. WeJJdct man dageg·en Platten an, die von Stimm
gabeln erschüttert werden, deren Vi brntioueu zu kräfti g sind, 
11111 durch den Luftwill crst:wd erh eblich verändert zu worden, 
so orlli.ilt man g·eratl e in den l 1'}illen die vollste und sc)J önste 
Resonanz, wo die P latte in einer Knotenfläche der IWhre li egt, 
nnd nach Poi~>son die Resonanz unmöglich wäre. Ansseniern 
zeigt sich in den Versneben von Hopkin1> die Schwier igkeit 
des Tönans der Platten gerade bei selchen 'l'ön en, wie sie 
das Anblasen <l er Röhre giebt, aber ni cht bei f4 J den etwas 
höheren 'l'ö11 en, welche Poisso?t. als unmögli ch betrachtet; 
diese kommen ohne Schwierigkeit zu S1anc1e. 

Es hat übrigens Quet *) di ese Unznl i.inglichkeiten von 
Poz'sson's 'l'heorie, l1ie nicht nothwemlig aus soin er Fundamental
hypothese fliesscu, verbessert, w~i.hrend er sich übri gens dieser 
Hypothese anschliesst und ihre Hichtigkci t wahrscheinlich zu 
machen sucht.. 

Hopkins **) hat di e Beschriinkung, welche in Poisson's 
Grcnzbecliugnug fiir das offene Ende der l:Whre liegt, weg·
gelassen nud nur die Bedingun g festgehalten, dnss der Drnck 
am offenen Bnde klein sein mii sse , und dadmch di e Mög
lichkeit ofl'en behalten, in seinen Jl'ormeln die Ucb ereinstimmung 
mit den Timtsachen vollstiindig zu bewahren , aber freilich 
bleiben di e Constanten, •von Jenen di e Lag·c der Knoten flächen 
unl1 die Phasenunterschiede in den einzelnen Theilen der Höhre 
nbhängen, in der Theorie unbekannt. Dagegen hat I-Iopkins 
eine Hcihe wichtiger V ersuche iiber die Lage der Kneten
punkte und di e 'l'onhöhe ausO'eführt um eine ·1· euer Constantcn 

• 0 ' • 
wemgstcns empirisch zu bestimmen. 

Dul1amel·j-) stellte sich zur Aufgnbe, den Einfluss der 

*) I,";ouv illc Journ::tl, Tom. XX, p. 1. 
*'~) Trnusactions of thc Cambridgc Phi los. Soc. Vol. V.- Por;r;m

rlrn:f/'8 Ann:tlen Bd. XLJ V, p. 2.JU. 
+l L iouvillc Journ:tl , Tom. XIV, p. 4.0. 
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der Axe ni cht parall elen Bewegun gen in Höhren zu ermitteln. 
Da er aber für das offene Ende sich mit der einfachen An
nahme begnügt, dass hier der Druck gleich Null sei , ver
schwindet der Einfluss, den di e seitlichen Bewegungen der 
L ufttheil c hier haben , a us seiner 1\ochnnng, und er kommt ;-;n 
dem Schlusse , dass die Differenz zwischen Theori e und J<ir
fah rnn g ni cht von dem Vorkommen solcher Beweg un gen 
abhängt. 

J.11asson *) endlich vertheicligt die Theori e von Poisson 
im Ganzen und sncht die Ueberein stimmnng zwischen il1r und 
der Erfahrung dnrch eine neue Hypothese über die Bewognngs
art der Luft in dem der Anb lascöfTnnng nächsten Abschnitte 
der Lnftsiitlle henmstcllen . 

Uebri g·ens ist es klar , dass, sobald tlie Gestalt des ganzen 
Lnftmnms, sowohl des inneren der Pfeife als des ii.ussercn, 
g·egeben ist - wir nehmen ihn im Folgend en immer als von 
festen ViTiimlen bcgTonzt an - 11ncl wenn fcm er di e den 
Schall en egenclen K räfte gegeben sind, die Aufgabe ma1hc-[5) 
rna.tisch vollstiindig bestimmt ist., und keine weiter e Hypothese 
über den Zustand der J..~uft am oiJ'eneu l~nde einer Pfei fe zu 
machen ist. E in e richtig angestellte Analyse der Aufgabe 
muss darüber voll ständigen Aufschluss geben. 

Almstische Untersuchungen, bei denen ich iiber die bis
h er un erledigten P 1mkte der Theorie Auskunft braucllte, waren 
für mich di e Veranlassung, die Untersuclnmg aufzunehmen, 
in wel cher '\T eise sich ebene Schallwellen , di e in der Tiefe 
einer eylindrischcJJ Röhre erregt worden sind, bei ihrem Ucbor
gan go in den frei en Raum verhalten, und ich habe . g·o fun cleJJ, 
dass die gegenwi.lrt.igen Hülfsmittel der Analysis ansreicheiJ , 
iiber die wesentlichen hier in Betracht komm enden l<'rngen 
genHg·end e Auskunft r.n geben, ohne dass · es nöt.hig ist, irgend 
eine Hypothese zn machen. 

Die K riifte der Analyse sind iJJ den bisherigen Arbeiten 
über Theorie des Schallos hauptsächlich t.laranf hin angespannt 
worden 1 den Verl anf einer nrspriinglich vorhandenen Gleich
gewichtsstörung in einer Lnftmasse, die übrigens keiner E in
wirkung fremder Kräfte unterliegt, zu bestimmen. Bei den 
Tönen der Pfeifen ist aber dieses P robl em von verhältni ss
mässig untergeord neter Wichtigkeit.. 1ts hand elt sich haupt
sächlich darum , die Schwingungsform zu ermitteln , welche 

*) Anmtlos de Chimie et de Physiqne, Scr. 3, Tom. :X L, p. ,11 8. 



8 H. Holm!Joltz. 

schli esslich si ch dauernd herstellt, wenn die die Schwingungen 
erregende Ursache dauernd nnd gleicbmässig fortwirkt. Es ist 
fern er unnöthig , dass wir di e Analyse durch Beibehaltung 
der willkürlieben Functionen verwickelter machen, welche die 
l•'onn der ursprünglich erregten Schwingun g ausurückon. Wir 
worden vi elmehr vonwssetzen, Jass Jiese Vibrationen denen 
ein es einfachen 'l'onos von n Scl1wingu ngen in der Secunde 
entsprechen, also von der Form cos (2 1t:n t -f-- c) sind . Die 
Willkürlichkeit il er Form wiirile sich ja nnch nach erfolgter 
Auflösung dos Problems immer leiclit herstell en lassen durch 
Zusammensetzung einer grösseren Zahl von solchen einfachen 
Tönen. 

Da somit di e Form der Aufgabe etwas anders gefasst 
wird, als es in den akustischen Untersuchungen bisher ge
schellen war, ist es nöthig ; in den ersten fiinf P aragTaphen 
einige allgemeine Untersuchungen über di e Natur der hi er 
vorkommenden Functionen vorauszuschicken. Es zeigt sich, 
dass wir es dabei mit Funct.ionen zu thun l1aben, die, wenn 
die Wellenlänge unendlich gross wird, übergehen in die For
men der elektrischen (oder magnetischen) Potentialfnnctionen, 
und dass eine ganze Reihe der interessanten Eigenschaften, 
die filr diese Functionen. bekannt sind, auch für j ene gelten. 
Da ich schon in einer früheren Arbeit für die F unction, deren 
Differentialquotienten, [6] nach drei r echtwinkeligen Coor'di
natenaxen genommen, di e drei entsprechenden Componenten 
der Geschwindigkeit geben, den Namen des Geschwindi g 
keit s pot ential s 1) vorgeschlagen habe, so lässt sich diese 
Analogie auch weiter in der Bezeichnung festhalten. Den 
elektrischen Massenpunkten entsprechen die Err eg un gs 
punkt e des Schalls, der Ma sse der ersteren die Int e n s i
tät der letzteren. Sind die letzteren continuirlich im Raume 
oder auf ei ner Fläche verthoilt, so lässt sich der Begriff der 
Dichti g k e it auf sie übertragen, und es lassen sich in bei
den l•'ällen Beziehungen ganz analoger Art zwischen ihrer 
Di?btigkeit unu den Differe11tialquoticnten des Geschwindig
keitspotentials aufstellen wi e sie flir die elektrische Dichtigkeit 
und die Differentialquotienten der elektrischen Potentialfunc
tionen gelten. 

Den Hauptnutzen gewährt aber die Uebertragung c; des 
'l'heorems von G1·een *) auf di e hier vorli egenden Verhältnisse, 

*) Orelle's Journ:1l B<.I . XLIV, S. 3ö0. 
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welche:> sich schon fü r die Theorie der Elektricität u11tl des 
M:ag11etismus so ausserordcntlich • fruchtbar gezeigt hat. Von 
allgemeinen Sätzen, die daraus herfti esscn, sollen nur folgende 
hervorgehoben werd en: 1) Die Scha llb eweg ung in jedem 
a ll s eitig b eg r enzten Raume, welcher keine Erre
g un gs punkt e e n t hält, kann stets darge s tellt werden 
als a n sg·e l1end von Errcg nn g·s pun.kten, die nur län gs 
der Oberfläch e de s l{anmes in einer oder zw ei e in 
auder nn endlich Da h c n Schichten ausg·cbre it ct s ind. 
2) In j ede m Ranme, d esse n s iimmtli c h c Dim e n s ionen 
verschwindend k lein gegeu di e We ll cn lii.ngo sind 
könn e n für da s Geschw indi g keit s potential der Luft~ 
bewogung· die a n alytisc h e n Formen d e r e lektri scllcn 
Pot cntialfun ctio n e n ge s etzt w orden, we lche von j e
IlOm nur nn ondlich weni g un te r s chieden s ind. 3) Wenn 
in einem th e il s voll e ndlich a n sg ed ehnten f es ten 
Wänden b eg r e llzt e n, theils unbegrenzten Raume 
Sc h a 11 im Pu n k t e ct e rr eg t wir d 1 s o i s t da s Go
schwin<li gke it spot ential in einem anderen Punkte b 
so gr oss , al s e s in cz sein wiinle, wenn die se lb e 
S challerregung in b s tatt.fiind e. 

Specicll werden in § L die Bcwegnngsgeselze der Luft 
für die vorliegende Aufgabe umgeformt 1 in § 2 di e a llge
meinen Formen des Geschwindigkeitspotentials für einen von 
Erregungspunkten freien H.aum 1mtersucht, in § 3 die Be
ziehungen zwiscl1en der Dichtigkeit continuirlich verbreiteter 
Brregungspuuld e und uem Geschwind igkeil spotcntial festge
stellt, in § 4 [7] dieselben für Enegnng·spnnkte, die continuirlich 
über eiuc li'läehe verbreitet sind, mHl das 'l'heorem von G1·ee11 
auf die Schallbewegun g übertragen, in § 5 end lich werd en die 
Grenzbe uiugungen für weit von doll Erregungspunkten ent
f01·nte F lächen aufgestell t, durch welche die Wollen in den 
unendlichen freien Raum hiJJauslanfcn. 

Nachd em so die wichtigsten allgemeinen Geseb::e der 
elektrischen Potontialfunctionen für di e Lehre von den Schall
wellen anwendbar gemacht word en sin<l, werden die allge
meinen Gesetze der Bewcgnng der Luft in Röhren mit offenen 
Mündungen dmch wiederholte Anwendung des G1·ecn'schen 
Satzes in § Ci abgeleitet. Es wird hier zunächst voransge
setzt 1 dass die l:Whren unendlich lang· und cylindrisch von 
beli ebigem Querschnitte seien . Nur in einer so kleinen Ent
feruung von ihrer Mündung, dass deren Grösse gegen die 
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Wellenlänge vern achlässig t werd en kan n , darf di e lWLre in 
beli ebiger W ei~e voll der cylindri schen Form abweichen, und 
z. B. trompeteuförmig erweitert oder verengt sein. Ebenso 
worden di e Dim ensionen der Ocffmmg· als sehr klein gegen 
di o W ell enl:tn g·o betrachtet. Da auch die Gestalt ues iiusseren 
Luftraums bestimmt sein mnss, wird angenommen , derselbe 
sei dnrcl1 eine gegen dio .Axe der Röhre senkrechte Ebene 
einseitig begrenzt:, mit welcher anch di e E bene der MiiH dun g
znsammenfiillt. Uehor die Bewegung wird vorausgesetzt, das8 
Vibrationen, die einem einJitchen 'l'onc von n Schwing un gen 
angelJörcH, irgend wo in der Röhre dauernd erregt worden, 
uncl dass zwischen t1or Erregungsstelle nnt1 der J\fünd tmg eiH 
Abschnitt der Röhre oxistire, in welcher di e Beweg un g ni cht 
merklich von der ebener vVell on unterschieden sei. Mitteist 
des G1·orm'schen Satzes kann man nun, ohne die specicll c 
Form der Miiudnng un d der Lnftbewegung in der Mündung· 
zu k enn en , gewisse Dezi ollllngen herl eiten zwischen diesen 
cbeneu ·well en und den sich balbku g·elförmig ansbreitenden 
Well en in den entfemten '!'heilen des freien U::wrncs, und 
dadurch die bisher offen geblieben en Fragen üb er den Ein
flH ss des oll'cnen E nil es anf die ebenen Wellen beantworten, 
so weit sie all gemein beautwortet werden kön nen. 

Nehmen wir di e · Axe der Röhre a ls Axe der :v , und 
di e Ebene der .Münd11n g als Ebene der y z, so tlass der freie 
Raum den positiven x, die Rö hre den negativen entspricht, 
so ist bei passender Festsetzung des Anfangspun ktes der Zeit 
t die allgemeiJJe Form des Gesch windigkeitspotentials in dem 
'l'heile der IWhrc , wo die Wellen eben sind, wenn wir die 

2'll: 
Wellen lä nge [8] gleichT setzen: 

l/1 = ( # sin kx-1- JJ cos lc .x} cos (2 71; n t) + .18 coslc.?:·. sin (Z11:n t). 

In den un endlich entfem ten '!'heilen des freien Raumes da
gegen, wo r die Entfernung vom A nfangspunkte der Coordi
naten bczeichn ct, ist 

~ ~ cos (lt;?'- 2 1cnt) 
tfJ = N . 

?' 

Nach Ealer's Theorie wiirde B = 58 = 0 sein, nach Poi~·
s~n's B = 0, .IB ein e unb estimmte kl eine Grössc, nach Elop
lcms sowohl ß wie 58 unbestimmte klein e Grössen, 111 bleibt 

\ 
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in allen dreien unbekannt. Wir find en fol gende Beziehungen, 
wenn wir unter Q di e Grösse des. Querschnitts der lWhre ver
stehen, nnd dio Fliiche der OeiTnung gegen das Quadrat der 
Wellenlänge :1 ls verschwindend klein betrachten: 

AQ = - 2Ir: J.l{ , 
!.;A a =- 211:m. 

Zwischen A uncl B Hisst sich koino all gemeiuc, VOll der Form 
der Mündnng nn aLhäugigo Beziehung aufstell en. N ur lässt 
sich nachwoi on , d:tss, wenn der Querschnitt uer Röhre znr 

Fläche der Oefl'nun g ein endliches V crliiiltniss hat, ~ ein e 

kleine Grös ~c von tlersclbon Orunung wie die Dimeusioncn 
der Oeffnnng ist, die aber j oucn beliebigen Werth annclllncn 
kann, wenn die Oeffnn ng· sohr klein gegen den Querschni tt ist. 

Wir setzen das Vorhiiltnis8 2) 

/,;]J 
-- = - tang kcc 
A 

und nonnon dann di e Grösse cc - x 0 die reducirto Länge 
des Stücks der Röhre, welches zwischen x = 0 und x =- x 0 
li egt, die Grössc a selbs t di e Diffe renz de r wahr e n und 
r ed ucir to n L ii.n ge der Röhre. 

Nachtl ern diese Beziehnngen zwischen den Coefficienten 
ermittelt sind, wird in § 7 dio Form der Wellen in der Röhre 
näher besti mmt. Knotenfläc h e n, d. h. Flächen kleinster 
Bewegung , liegen , wo die reducirte Länge der Röhre gleich 
oinem ungeraden Violfach en der Viertelwellenlän ge ist, 
Sc h win guu gsbä u c h e oder 1\:f:lxima der Bewegung, wo di e 
r educirte Länge ein gerades Viclfa.chos der Viertelwellenlänge 
ist. Di e P h ase n der Bowcgnng sind am Orte der Maxima 
um die Zeit einer Viertel-Undulation von denen am Orte der 
Minima verschieden. 

[9] Die Knotenflächen sind zugleich Stellen des grössten 
Wechsels der Dichtigkeit , di e Bäuche Stellen des kleinsten 
Wechsels der Dichtigkeit. In nächster Näho der Knotenflächen 
und der Ji' liichen stärkster Bewegun g fällt di e stärkste nach 
der Münd ung geri chtete Geschwindigkeit der Zeit nach zu
samm en mit der stärksten Venlicht.ung. In den zwischen
liegenden A btheilungen der Röhre aber liegen beicle um eine 
Viertel-Schwingungsclauer auseinander . 
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Wenn man die Lage des Geschwindigkeitsmaximums und 
clie des Verd ichtungsmaximums für einen jeden einzelnen Zeit
moment bestimmt, so findet man für di e fortschreitenden 
Wellen in tlon entfern teren Stollen des fr eien Raumes bekannt
lich, dass beicle mit der constanten Fortpfl ammngsgeschwin
di g·keit der Wellen fortschreiten, und dabei allmählich an Grösse 
abnehmen . A nch in der Röhre bewegt sich das Geschwind ig
keitsmaximum vorwärts gegen di e Mündung hin, aber so, dass 
sein absoluter Werth am Ort der Bäuche sehr gross, in den 
Knotenfliich on sehr klein ist, und ferner so , dass die Ge
schwindigkeit seiner Fortbewegung in den Bäneheu sehr kl ein, 
in den Knoten sehr gross ist., so dass es überall , wo sich ein 
Bauch bofinde l:, während einer balben Schwingungsdauer fast 
ganz still steht, um zn Ende dieser Zeit schnell auf den Ort 
des nächsten Banches fortzuschreiten , an dem es dann wieder 
eben so lang·e fast stillsteht JLbenso bewegt sich das Ver
dichtungsmaximnm, nnr dass es in den Knotenflächen anhält 
und gross ist, während es mn Ort der Bäuche klein i ~t und 
schnell vorwärts eilt. 

Die gewonnenen Resultate können weiter benutzt werden, 
um die Stärke der Uesonanz und die Phasen der in der Luft 
erregten Schwingungen bei verschiedenen Erregungsweisen 
des SchaJ Jg genan zu bestimmen. 

Wenn di e Röhre in irgend einem Querschnitte durch eine 
feste Platte begrenzt ist, welche durch eine äussere Kraft 
(z. B. eine aufgesetzte Stimmgabel) in eine schwingende Be
wegung vorsetl't wird , deren Grösse durch den Widerstand 
der Luft nicht merklich verändert werden kann, so i s t d i o 
Resonanz am s tärk s t e n, w enn di e r e ducirt e Länge 
der Röhr e ein ungerad es V i e lfa c h es d e r Vie r te l 
we ll enlän ge i st , um sc h wäch s ten, wenn sie e in go
r a d e ß Vi e lfache s i st. Im ersteren Falle, also beim Maxi
mum der H.esonanz, verhalten sich di e Amplituden in den 
Schwingungsbäuchen zur Amplitude der schwingenden Schluss
platte der Röhre, wie das durch 2 1c cos lca dividirte Quadrat 
der Wellenl änge zum Querschnitt der B.öhro. Bei Röhren"mit 
weni g verengter Münduno· ist cos lca nicht merklich vo~ 1 
unterschieden, die Gröss; [10] des Maximums der Resonanz 
a~so von der l!'orm der Mündung ziemlich un abhängig, und 
d1e Stärke des Schalls im freien Raume ist bei solchen )löhren 
sowohl vom Querschnitt als von der Fol'm der Mündung un
abhängig. Bei stark verengter Mündung steigt di e Resonanz 
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in der lWhre und auch die Stärke des Schall s im freien Raume. 
Bei stärkster Hcsonanz ist die Phase der Bewegun g iu den 
Schwingungsbäuchen von den entsprechenden Phasen der mit
getheilten Bewegun g der Zeit nach um ein e Viertcl-Schwiu
gungsdaner verschieden. 

Aelmliche Erg·ebnisse Huden sich, wenn der Schall in 
der Röhre von einem in den en tfemteren '.l'lwilen des freien 
Haumes befindlichen tönenclen Punkte erregt wird, und für 
eine jede beliebige Lage des tönenden Punktes im freien 
Haume vo r der Mündung der Röhre lässt sich durch Lias unter 
Nr. 3 als l<'olgernng des Urerm'schen Theorems oben aufge
führ te Reciprocitlltsgesetz wenigstens das Verhältniss der Stärke 
der Hesonauz für verschiedene lWhrenliingcn angeben. A uch 
in diesem a ll ge meinst en Falle fin d e t s i c h, dass ilic 
R es onanz der einerse it s g·esch lo ssencu l:tö hr e am 
stärksten i s t, wenn i h re reducirte Länge ein nn go
rade s Vielfac h es uer Vierte l we ll e nlän ge i st. 

Auf otl'enc lWhren, deren beide Münunngen denselben 
Bedingungen unterliegen 1 wie die eine Münilnng der bisher 
betrachteten Röhren, lassen sich die Resulta te leicht übertragen . 
Ihre Resonanz ist am stä rksten , wenn ihre roducirte Lllnge 
gleich einem Vielfachen der halben Wellenlänge ist. 

In § 8 werden Röhren betrachtet, welche Rotationskörper 
sind, und die Metboden anfgesncl\1:1 um Formen der Mündung 
zu fin den, für welche die Bewegung der Luft vollständig an
gegeben werden kann . 

In § 9 werden die Rechnungen für die einfachsten For
men der Functionen , welebe die Form der Mündung~•bestim
men, durchgeführt. Unter diesen Formen kommt eine vor, 
bei welcher die Differeu;.~ ;.~wi schen reducirter J und~ wahrer 
Länge verschwindet. Ihre Mündung ist schwach trompoten
förmig erweitert, so dass die Fläche der Mümlung doppelt so 
gross ist als der Querschnitt des Cy linders. Eine andere 
dieser Formen, bei welcher die Weite der Oetl'nung gleich der 
des Cyliuders ist, weicht so ansscrordeutlich wenig von einem 
vollstämligen Cylinder ab, dass man für die meisten praktischen 
Anwendungen die Differenz wird vernachlässigen dürfen. Der 
Abstand ihrer \Vandnng von der eines reinen Cylinders ist 
berechnet und in einer Tabelle zusammengestellt ; mehr als 
-rihr des Radius beträgt diese Abweichung nur auf einem 
Streifen dicht an der Mtincluug, dessen Breite ~ 0,54 des Hadins 
beträgt, [11 J und die grösste Abweichung , die überhaupt 
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vorkomlllt, ist -5l0. des Had ius. Die Di ll'ereuz zwischen der reiht

oirten Hnd wahren Li.i.u"'e dieser JWhre betriio·t 
71

; = 0 785 
b 0 1 ' 

des H:Hlius. Die ein es vollständigen Cylinders muss ein weuig 
g-rüsser sein. Die ue ue~ten und sorg fältigsten experimentell en 
Uustimm uugen der Grösse die;;er Differenz vo n 1Yertheim *) 
Hlltl ZwmniMr **) zeigen noch keine Sl:hr g rosse Uoborein
stimmuug unter einaudor, was vielleic:ht darin seinen Grund 
ktt, dass die Röhren durch Anbl:.tsen zum 'l'öoeu gebracht 
sind, woi.Joi man zwar, wie di e Erfahrung lehrt, im A llge
meinen 'l'öne derse lben Höhe bekommt, wi e die 'l'öne der 
stärksten 1\esonanz der Röhre, aber doch nicht genau weiss, 
wie weit di e Tonhöhe durch kleine Modificationen des A n
blasons verändert werdeu kann. A uch ist die Länge der 
Schall well en nur schwer so geuau zu bestimmen , dass auch 
die verhültnissmäBsig kleine Differenz der wahren und r ed u
cirteu Länge der Höhren genau gefunden wird. 1Ve?·tlwim 
iindet den Werth dieser Ditl'erenz, wenn sie iu 'l'heil en des 
Radius ausgedrückt wird, ziemlich unabhängig von dem Ver
hitltniss des Dmchmessers zur Wellenlänge, und zwar bei 
beid erseits offenen Röhren für j edes Ende zwischen 0,5ß0 und 
0, 8 19, Mittel o, 663 R, fiir einerseits gedeckte Röhren zwischen 
O,G 38 und 0, 862, Mittel 0, 74G R, so dass der theoretisch ge
fund ene Werth 0,7 85 R zwar grösser ist als seine Mittel
werthe, aber doch noch iunerlwlb der Grenzen der Beobach
tung·sdi1Tereuzon liegt. Z amminer findet dagegen einen stär
keren Einfluss der Tonhöhc. Boi oft'enen llöhren variirt der 
Werth der Ditl'erenz von 0,848 bis 0,49 3B, wührem1 di e 
Viertelwell enlänge von :w,a B a uf 3,9 Jl sich ä ndert, untl 
bei geschlossenen Hölll'en variirt die Diffe renz zwischen 1, 304 
und 0, 376 R, während die Viertelwellenlünge von 40,1 Rauf 
7,0 3 R sinkt. Dies stimmt nicht so g ut mit der Theori e, 
welche so starke Aenderuugen des Werthes 0,7 85 R, der für 
die tiefsten Töne gilt, bei veränderter Tonhöhe nicht erwarten 
läss t. 3) Indessen siud bei den lWhren deren Länge mehr a ls 
:lo R beträgt, auch hier die Dif:l:'er~nzeu so gering, dass 
Aendernngen der Schwingungszahl um ein Procent geniigeu 
würden, die Uebereinstimmung· herznstellen, und bei verschie-

") Annales de Chimie et de Physique, Se i'. 3, Tomo XXXI, p.3!J.J. 
"") Pogr;endorjj"s Annalen der Physik XUVII, p. 18:J. 
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dener Stärke des Anblascns können leicht viel g rösserc Ae n
<.lorungen eingetreten sein . 

Endlich ist in § l 0 noch eine Aufgabe in ihreu allge
mcineu Zügen behandelt, welche bisher der theoreti8chen Be
:nbeituug nnzn gii.ngli ch gewoseu [12) war, nämli ch die Be
stimmung der Luftschwin gungen in solchen Hohlräumen, deren 
drei Dimensionen glci chmäs~ig als verschwindend klein gcgeu 
die Wellenlän ge betrachtet werden können, und die durch 
eine Oellmmg, deren Fläche selbst gegen die Oberfläche ues 
Hohlraums von;chwiudend klein ist, mit der äussercn Luft 
comm unicircn. Bs lässt sich die Höhe der 'l'öue, für welche 
solche kugel- und fl aschenfönnige Pfeifen stärkste Heson:.tnz 
geben , allgern ein bestimmen. Ist die Oe ll'nung kreisförmi g, 
und ihr F lächeninhalt s, da~:> Volumen des Hohlkörpers S, 
die SchallgeHchwindi gkeit a, und die Schwing un gszahl des 
'l'uncs u, so ist nach der 'l'hcorie 

a -y:;:-
V2 Vn" VS. 

n = 

Wählen wir als Liingencinheit das Millimeter, und sc tzeu 
U = 332 2()0 1 EO ist 

-vs-n = 561 7,1 -= · vs 
Solldlwuss '1') hat aus Vers nchen die Schwingun gszahl der 
durch Anbl asen solcher Hoh lkörper erhaltenen 'l'öue in die 
Fonncl gebracht: 

-v:;:-
'll = G2400--= · Vs 

Noch besser stimmt di e 'l'hcorie mit den Versucheu von lVe1·t
!teim, bei welchen das Verhältni ss der F läche der Oell'nuug 
zur Oberl1liche des Hohlraums noch kleiner ist, als bei Sond
lwuss, und die Uebereinstimmnng ist desto grösser, je kleiuer 
j enes Vorhältni ss ist. 

Für elliptische Oeffnuugeu lässt sich der Werth von n eben
falls bestimmen. E r wird etwas grösser als für kreisförmige 3") . 

'~' ) Po[I[Jtmdurff"s Annal ~n LXXXI, S. 2J5 untl 3-17. Es ist übri
p;ens in diesem Aut'Batze d10 Bezeichnungsweise der französischen 
Physiker gebraucht, wonach die Schwingungszahlen derTöne doppelt 
so gross werden als nach tler deutschen Bezeichnung. 
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Aucl.t flir Hohlkörper mit zwei Oell'nungen lässt sich die
selbe Aufgab e lösen; das theoreti sche Gesetz stimmt auch 
hier mit den empirischen Fonnein von Sondlwuss und seinen 
Vers uchen überein . 

§ l. 

Die Gleiclmugen (ler Luftbewegung. 

Es ~ei innerhalb einer Luftmasse in dem Punkte, der 
dnrch di e r echtwiuldigen Coordinaten x , y , z bes timmt ist, 
zur Zeit t der Druck gleich p, die deu drei Coordinatenaxen 
parallelen Componenten der Geschwindigkeit u, v , w, die 
Dichtigkeit lt, und die Cornponenten der auf di e Einheit der 
gasigen [13] Masse wirkenden äusseren Kräfte X, Y und Z seien 
auszudrücken a ls Differentialquotienten einer Potentialfunction 
P, so dass 

X= rlP 
· d:v ' 

Y= dP 
. dy ' 

:L = dP . 
· d z 

Die bekannten Bewegungsgleichungen für di e inneren P unkt e 
der Luftmasse sind demgemüss ·1) : 

f df> l dp d u du du du 
- - . --- = + u - + 0 - + w --· ' 

I 
ci.?: !t cl:r dt dx dy dz 

dP dp do dv dv I clv 
) dy - ft · dy = dt + u dx + v dy -- w rlz- ' 

( l) 
dP dp dw dw dw clw = - + u - + 0 -- + w - ' d z dt d x dy d z 

_ clj~ zj)_ + d(ltv) + d(/m ) . 
dt - dx dy d z 
dli. 

Wenn Luft, ohne Wärme abzugeben, ihre Dichtigkeit ändert, ist 

( t") p = u~lt", 

wo b eine Constantc und .,, = l, 42 ist. Darans fol gt : 

1 
cf_l~ = /, ~ 11 /t'- I r:llt U J1 rJ 
dx dx 

t z· z1. b~ .,, ct(/,, ··- ') c P u" J. · ·- ~ ( ,, 
h clx = . ,,, t d :c 11-~~l - dx 

und ähnlich flir die Ditl'erentialqnotienten nach y und z . 
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Die Schallbewegun g gehört zu denj enigen Bewegungen, 
denen oin Geschwindigkeitspotential 1) znkommt, welches mit (}I 

bezeichnet werde, so dass wir haben: 

dm dm dm 
u -- V = W =- · 

- d.x ' dy ' dz ( 1 ") 

Set~t ro a.n die ~ erth~ aus ( 1 h) nnd ( 1 °) . in die G\eichung·en 
( 1), so !Jal?en dw d~:e1 .ersten derselben eme gemeinschaftliche 
Integralglmchung, namhch: 

wo /,,
0 

eine Fnuction der Zeit sein kann, und di e vierte Glei
chun g lässt sich auf die Form bringen: 

Wl 0 = d ( h."~ - (v - 1) //- ' [~2 (]) + ~~ (]) d~ ([!] 
dt f- _d x! dy2 + dz~ 

d (]) dil''- l d (]) dl,,''- 1 cUJJ d!t.''- 1 

+ -cix · ~z; - + dy di/ + d z d z 

[14 J In dom Folgenden nehmen wir an, dass die Geschwin
di gkeiten und Aendernngen der Dichtigkeit verschwindend 
klein seien. Setzen wir 5) 

1t = ho (1 + {)) ' 
so betrachten wir also P, f), siimmtliche Difl'erentialquotienten 
von f), P und W als unendlich kleine Grössen, und vernach
Hissigen ihre höheren Poten~en. Dann worden die beid en 
Gleichungen ( Jd) und ( 1 "), indem man b~ 'll h.:- 1 = a2 setzt, 

df[l 
(lf) P-a~ r, = -d · , t 

elf) (p (j) cl~ (j) cl~ (/) 
0 = dt + cl xT + dy2 + clz-t 

Indem man die erste Gleichung nach t differentiirt, kann man 
1) aus beiden eliminiren *) und erhält: 

') Ich bemerke hier noch, qass diese Elimination von h auch 
an den unverklirzten Gleichnngßn (ld ) nnd (1°) voll>!.ogen werden 
Jmun, und dass man die Eliminationsgleichung , welche von der 

Oßhvalcl'• Klassiker. 80. 2 
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(2) 

Wir wollen im Folgenden nur Fälle behandoln, wo wir 
es mit einem einzigen gleichm iissig anhaltenden Tone von n 
Sclnvingungen in der Zeiteinheit zu tbun haben, und also (}) 
von der Form ist: 

(2") (/) = 1P' cos (2n:nt) + 1.[1" sin (2 1ozt), 

wo 1F' und 1Jf" l<'unctioueu von .1:, ?/, z sind . Dabei kann di e 
Gleichung (2) nur bestehen , wenn auch P von der Form istü) : 

~ P = - q" cos (2 11:n t) + q' siu (2n:nt) . 
2cr 

Es zerfällt dmm die Gleiclmng (2) in die folgenden beiden: 

wo 

l2 <[5 ' fl1Jf ' d2 1]1' 

j 
0 = 4, 71:1)' -1- k 2 1f.I ' + :_, __ , + ~-:.- + 

J. d.x· dy· (t~"i:' ' 

(3) II • 1/ d'!IJi" cl21JI" d21JIII 
0 = '11to + k· 1P + - • + --+ -ctz·~ , ~ dx· dy· " 

(3") k =21tn= 2u: 
a T' 

und A, die WellenHinge ist. 
[15] Zunächst werden wir uns mit der Integration dieser 

Differentia lgleichungen zu beschäftigen haben. Aus ihrer Ab
leitung geht hervor, dass q' und q" Functionen der Coordi
naten sind , welche sich nur an solchen Stell en des Raumes 
von 0 unterscheiden, wo veränderliche K räfte auf die Luft
masse einwirken und Schallschwingungen erregen. In allen 
a.nderen '!'heilen der Luftmasse sind q' und q" = 0, und es 
smd daher die ]<' nnctionen IJ.f der Bedingung unterworfen: 

d2 lJ.f d2 1.[1 d2 l[.f 

0 = lc2 rp + dx2 + dy2 + d z' . 

~lritton Dimension in Bezug auf rp und seine Differentialquotienten 
Ist, eb~n fall s mit Hülfe der hier folgenden T heor01pe qurch eine 
nach Stnt!s und Coaini).S der Zeit forthlufenue Heibe il)tcgriren kann, 
deren Ghecler von ntor Dimension der kleinen Grössen den Com· 
binationstöl)en ntcr Ordnung dßr primlir angegebenen Töne ent· 
sprechen. 
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Ich werde im Folgenden den immer wiederkehrenden Ausdruck 

cl~ (/) cP (D d~ (/) 
dx~- + dy~- + dz~ 

nach dem Vorgang von G1·cc1t mit Vx (j) oder, wo es un
zweidentig ist, mit V f/J ber.ciohnen. 

§ 2 . 

Jutegration tlel' Wti] lcugleichuug. 

Wir beginnen mit der IntegTa.tiou der einfachere n Glei
chnng· 

0 = k~ 1F+ \7x 'F . 

E in bekanntes particnlares Integral derselben ist 

( !) 1P" = .A cos (kr + .r;) 
.. J' , 

wenn wir mit A und r; Constanteu bezeiclmen, mit ?' aber llie 
Bntfcrnung des Punktes x, y, z von einem festen Punkte 
a, (1, y, also 

1 '~ = (:v - a)~ + (y- (Jr + (z- YY . 
Es ist nämlich 

(4") 
cl1Jf A (X - u l . 
-- = - 1 [cos (h· + :;) + k1· sm (lc1· -' n)J 
dx 1" • r" ' 

f 
cl~ 1J1 [ t 3 (a;-a )

2
-, 

l 
,; = -· A -:- - _ [cos (k1·+.:;)+k1·sin(/,;r+a)] 

c. .z- 1" 1 1"' " 

A le~ (.'t- a)2 

-- ~ CI)S (!er + r; ) 
1' • ' 

0(1-(JP ] 
YT" _ [cos(lcr -j- p) +knin(h -1- ,:;)] 

Ak~ (y-tlt 
- --;.~ --- cos (kr + g) , 

d~11r [ 1 3 (z-rr]-
dz~ = - A -;:< ·- -----;:r;- Lcos(k1"+p)+hsin (k1+g)] 

Alc2 (z-y)2 

- - ; .:1- - cos (kr + g) . 

2* 
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[16 J Wenn man die drei Gleichungen (4b) addirt, so erhält man 

COS (k ?' - ' n) 
\!,,. l ( f = - Ale~ I ;J = -· 1/2 1[.1 
V" ?' ' 

vorausgeset?:t, dass nicht r = 0 und dabei die Werthe von 
d2 l[f d" l[f clJ 7[1 . 
_ _____: -· , --

2 
, - ,. ·' und 7Jf unendlich werden. Mit .Ausnahme 

c/.1;'2 dy c. z · 
des Pnnktos a, (I, ?I ist also dann die Differentialgleichung 
(3b) mitteist des in Gleichung ('1) angenommenen Werthes von 
1p 7) durch den ganzen unendlichen Ra11m erfüllt. 

Indern wir in Gleichung (4) g entweder gleich Null oder 
gleich - -~ 1C machen, erh~tlten wir zwei verscl1iedene Formen 
des particularen Integmls. 

1) Wenn ,r; = - } 1t:, wird 
( 1 ") lJf = A si!_l__!,; _?· 

?' 

und erLält für ?' = 0 den endlichen Werl.h Ak Auch die 
Dift'erentialquotienten bleiben endlich, es wird uiimlich für?' = o: 

d~ l[f d2 qr cl" lJf 
-- = --- = -- =- ! Ak' 
d :i2 dy~ dz~ ·1 

' 

wie man leicht sieht, wenn man cos kr und sin k1· nach Po
tenzen der verschwindenden Grössc ?' entwickelt. Daraus 
crgiebt sich für r = 0 : 

Vx 'P + k 2 'P = 0 · 

D. I~ · lfr A sin k r · I . l h t' I 1e 1 unction .. = -- Ist a so em so c es par ICH ares 
?' 

Integral der Gleichung (3b), welches im ganzen Raume nnd 
auch im Punkte a, ß, y gültig ist. 

2) Wenn wir g = 0 setzen, wird 

(4d) lp = A cos k?· 
?' 

und für r = 0 unendlich gross ebenso wie seine Differential-. ) 

quohentcn. Die Gleichung (3b) wird also im ganzen Raume 
erf!tllt, mit Ausnahme des Punktes a, (:1, y. 

Daraus ergiebt sich ferner leicht, dass, wenn wir setzen: 

(40) 7I' ,, [ siu /.;r] 
= ~a , ~,y .Aa,(i,y -

1
-. - ' 
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wo bei tlen einzelnen Gliedern der Summe die W erthe von 
u, (1, r und .A verschieden sind, die Gleichung (3h) erfüllt 
ist im ganzen Raume, ohne Ausnahme der Punkte a, ß, I· 

[17J W cnn wir aber setzen 

( -t') 

so ist di e Gleichung ( ~i 1') im gamcn Raume erfüllt mit A us
nahme derjenigen Punkte, deren Coordinaton LI ) fl) r in der 
Summe vorkommen. 

Drnken wir uns die Punkte u, fl, '}' eontinuirlieh neben 
ei nander im Haume vertheilt, so werden ans den Summeil ln
tegrn.le, und wir schlicssen, tlass die l•'nnction 

l.r'lj' sin /~;?· . . , 
<rr = . J .. h.n,(J ,;• ;. dud(j d[ 

im ganzen l{anme der Gleichung (:l1') gcniig t , dageg·ou die 
1<' uuctiou 

nur in denj enigen 'l'heilen des Haumes, für welche 7t = 0. 
In boiden soll !. eine wil lkürliche Fnnction von a, (J und 1 
bellen ten. 

Wenn wir in der Gleichung P1
') 7• = 0 setzeu , verwan

delt sie sich in 
(3'') V.J: 'F = 0) 

die bekannte Di!rerentialgleiclnmg für di e Potentialfuuctionen 
solcher Massen, welche in di e Ferne mit anzieheuuen ot1 er 
abstossemlen Kräften wirken, deren Intensität dem Quadrate 
der Entfemun g umgekehrt proportional ist. Die verschiedenen 
Formen für das Integral qr der Gleichung (::!"), welche wir 

. . sin lc1· 
aufg·estellt haben, verwandeln swh, wen n s1e --- - enthalten in 

'/' ) 

P = Constans 7"), 

welches In tegral im ganzen Haume ohne Ansnahme eiue8 

cos lc ?' Punktes der Gleichun g (3") genügt, oder , wenn sie 
1' 

enthal ten, in 
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oder 

1JI = jjj~~ dculf1 dy, 

welche beiden Ji'ormen in denjenigen Punkten des Raumes 
ni cht genügen , in denen :.uniehende oder abstossende Masse 
vorlumden ist, in denen also A oder lt nicht gleich Null i:;t ~) . 

Da di e Gleichung 

0 = /,;~ 1{f + V x1P' 

[18] im ganzen mit Luft gefüllten Raume erfüllt sein muss 
mit A usnahme solcher Stellen , wo veränderliche K räfte auf 
die Luft wirken, schliessen wir, dass in den Formen des 
Integrals ('111 ), ( 4~') , ('lh) diej enigen Punkte und 'I'heile des 
Raumes, in denen die Gleichung (3b) nicht erfüllt ist, Er
regnn gs punkte des Schall s sind. Wir wollen sie auch als 
solche bezeichnen. Es mag in den .Formen des IntegTals ( 4 dJ 
und ( 4~') die Constante A die Intensität des betreffenden 
ErregungsJnmktes heisseu, und in (111'), wo die Enegnngs
punkte continuirli ch durch den Hanm vertheilt gedach t sind, 
nennen wir die Constante lt ihre Dichtigkeit. Bei elektri schen 
Problemen, wo /,; = 0, würden die Erregungspunkte den Massen
punkten, die Intensität der Masse, di e Dichtigkeit der Dich
ti gkeit entsprechen. Da die F'uncti ouen 1F die Bedeutun g· 
von Geschwindigkeitspotentialen haben, wollen wir, entsprechend 
dem Sprachgebrauch in der L ehre von der Elektricität und 
dem Magnetismus, eine solcho Summe wie ( '1~"), welche sich 
auf eine bestimmte Zahl von Punkten a, (1 , y bezieht, das 
Gesc h windigkeitspote n tial di eser bestimmten E rr e
g un gsp unkt e nennen. Die Gleichung (3 11) wird also erfüllt 
durch di e ganze Ausdehnung eines gegebenen Ra.nmes S, 
wenn 1.P' das Geschwind igkeitspotential ausserhalb S gelegener 
Erregungsp unkte ist. 

§ 3. 

Gesetz der Raumdichtigkcit. 
W cnn wir nun zur Betrachtung der Differentialgleichung 

(3) Vx <[-i + lc21F =- 41cq 

übergehen, so ist zunächst zu bemerken, dass für k = 0 
diese Gleichung in 

(3<1) V" l [f = -- 4 !Uf 
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übergeht, deren Integral bekanntlich ist S) : 

tp = jj]q"/''l dadßdy + (J> , 

wo (j) eine F unction bezeichnet, f!lr welche in dem ganzen 
'!'heile des 1\aumes, wo die Gleichung (:l") erfüllt sein soll , 
y flJ = o ist. 

Wir wollen j etzt zeigen, dass in ganz analoger Weise 
das Integral der Gleichung 

(:l) \Jx llf + Jc2 1Jf =- 'l'll: fj 

ist: 

{5) 1fi =JJfqtt,(l, ;• 00:.k?- dcc dfJ dr ~f- f/J , 

wo (]) eine l<'nnction bezeichnet, fiir welche in den Theilen 
cles Hanmes, wo [19] die Gleichung (3) 8") gülti g sein soll , 

\J .. , (j) + J.;~(j) = 0. 

Um die Jurch das Zeichen \j x 1Jf vorgeschriebenen Difl'~
rcntiationen unter dem Integralzeichen in (5 ) vomohrnon zu 
können , denke ich mir den ganzen Raum durch eine den 
P nnkt x, y, z in unendlich k leiner Entfernun g umgebende, 
rings gc~chlossene l<' lüche getheilt, und nenne den unendlich 
kleinen inneren Raum 8 0 , den umgebenden iiusseren 8 1• Das 
in dem Werthe von 1F (Gleichung (5)) enthaltene Integral 
zerlogo ich dem entsprechend in zwei Theilc, von denen der 
eine 1F

0 
der Integration iiber 8 0 , der andere 1P', der über 

8 , entspricht. 
E~ ist also 

WJ 1JI = 1Jfo + P , + (j) . 

Da 1J11 ein Potential von Erregung·spunkten, die ausserhalb S 
liegen, für einen innerhalb 8 0 enthaltenen Pnnkt ist , so ist 

0 

\lxlf5 , + /,;~ lfr, = 0 1 

ebenso v"' m + 1.~ m = o , 
also 

(51') V" ljf + k~ lfi = y ,, 1Jfo + /,;~ lJfo . 
N nn setze ich 

j;. = cos k1~ - ~ 
1' r ' 

welche Grössc j ;. für 1· = 0 :w eh gleich Null wird , während 
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ans den Gleichung·en 
d 2f 

W crthe von ?' 
d :J} ' 

( 4h) sich ergiebt, dass für sehr kleine 
d 2f d~f 
-, ., und - , '2 sich auf Grössen von der 
c. y· { z 

Dimension - red nciren !J), und t'iir 1' = 0 
1' 

, lc~ 
\}:.f, = ---;: 

wird . F erner setze ich 

beide Integrale über den unendlich kleinen Raum 8 0 ausge
dehnt, so dass 

(5") t(.lo = P' + lp" . 

Um zu ermitteln, von welcher Grössenorcluun g· lf5 ', lJ5 " mul 
v 1P' sind, fiihre [20] man statt der rechtwinkligen Coordi
nateu a, ß und '( Kugelcoordinaten ein , ind em man setztlln): 

dan n wird 

Ci - X = 1' COS (() 1 

(J - y = ?' sin w cos :J· , 

r - z = ?' sin (() sin .:J· ' 

dadßdy = 1·· sin cv dw cl(lll?· . 

Ist also die mit dad/:Jcly unter dem Integrationszeichen multi
plicirte Grösse für T = 0 entweder endlich, wie qj;., oder 

von der Ordnung ~ wie q und v xf;. , welches gleich 
?' ' ?. 

k~ 

- - ist so wird die zu integTirende Grösse unendlich klein 
1' ' 

und Uber einen unend lich kleinen Raum intcgdrt 10) . Daher 
werden. die Grössen <F ', lJf", lJf

0 
(wegen (5")) und Vx 1P' 

unendlich klein. Dagegen ist V x 'P" endlich und hat den 
bekannten w erth : 

Vx 1P" =- 4n:q. 
Folglich wird ans (5b) und (5") : 

Vx 1P + l 2 1F = V xlf1 ' + V xlf5 " + k2 P' + k'l. lfJ" 
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und, indem wir die unendlich kleinen Grössen gegen die 
endliche vernachlässigen, 

(3) Vx P + 1.;21P =- 4u:q, 

was zu erweisen war. 

~ <L 

Gesetz (ler .Flilchetuliclttigkeit 11 ) . - Analogon des Satzes 
von Green. 

Es lässt sich für die hier untersuchten l<'ormen von Ge
schwindigkeitspotentialen ferner dieselbe Relat ion erweisen 
welche fur die Potentialfunctionen elektrischer Massen m: 
solchen Fläch en stattfindet, die mit endli chen Massen in 
unendlich dünner Seilieht belegt sind. 

Setzen wir 

(G) I:Jf t• cos k1· l · = . p -
1
-. - t .w, 

wo dw das F lächenelement einer beliebigen l<'Hlche !;J be
zeichnet und ZJ eine Fnnction, die sich in der F läche con
timürlich ändert , und untersuchen die ersten Dilfereutial
quotienten von 1P fiir solche Punkte .'C , y, z des Raumes, 
welche der l<'lächo ü unendlich nahe li egen. 

[21] Wi r setzen wieder: 

cos lc1· , 1 
---- = f··+ ) 

1' 1' 

![5 = zpr + I(F", 

1F' = jp;;.clw, 

lfS" = rp .!:_ dw . 
jJ 1' 

lfP ist jedenfalls endlich, wenn p und die Grösse der Fläche 
ü endli ch sind 1 da f immer endlich ist. Dass P" unter 
denselben Bedingungen endlich ist, ist aus der Theorie der 
elektri schen Poteutialfunctionen bekannt, ebenso dass P" auf 
beiden Seiten di cht an der Fläche dieselben Werthe hat. Dass 
letzteres aucb mit 1P'' und also auch mit P der I<'all sei, ist 
leieilt zn ersehen, da f, auch wenn man durch die Schicht 
selbst hiudurchgeht, sieb immer nur contiimirlich ändern kann. 
Dagegen wissen wir, das~ die Differentialquotienten von lf5 " 
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an der F lüche einen endlichen Spruug ihres Werthes erleiden, 
während leicht zu erkenn en ist, dass die von 1F' an der 
Fläche continuirlich sein mtlssen. Denken wir uns durch eine 
geschlossene Linie, die in unendlich kleiner Entfernung den · 
Fusspunkt des von .1:, y, z auf die Ji'läche !:2 gefällten Lothes 
um giebt, ein Stück !:J0 aus der li'läche herausg·escbnitten und 

das Integral jiJf;.d w gethoilt in 1J1~, welches über die Fläche 

f2 0 , nnd q.r;, welches über den Res t der F'lilche ausgedehnt 
i ~ t , so dass 

Nun ist ilie Grösse 

für unendlich k leine Werthe von ?'1 bleibt a lso end lich, macht 
aber einen Sprung, werin man von positiven Werthon von 
.1: - - a durch ?' = 0 uach negativen üb ergeht 12), i~ t dagegen 
continuirlich, wenn man nicht durch ?' = 0 hindurchgeht. 
L etzteres geschieht nun keinenfalls, wenn man in 1P; die 

Werthe von x 1 y '· z sieh ändern lässt. 
ci'fl' Dao·eo·en ist __ u 

0 0 
, d X ' 

wo al.l erdings ein Sprung eintreten würde, unendlich klein als 
das Integral ein er end lichen Grösse,über eine unendlich kleine 
l•'läche genommen, und wir können deshalb seinon Wortb gegen 
cl'F' d 1P" . . . . 
-t 1 und -- vernachlässigen. Folg·hch smd dw D1fferen-
cx dx 

tialquoti enten von 'P' 
1 

welches gleich 1P; + 'F; ist, coutinuir
liob 1 nnd die von 1f.J müssen an [22] der Fläche ~2 einen 
Sprung von derselben Grösse wie die von 1P" machen. Be
zeichnen wir die von der F läche ab nach beiden Seiten hin
gehen<len Normalen mit n, und n", so ist bekanntlich 

d 1f1" d1J.i" -- + --- =- 'l u:p, 
du, dn" 

nnd daraus folgt, dass auch 

dl.JJ d 1P 
(6") - + - = -- ·1 'lf}J 

du, dn" 
sei, was zu beweisen war. 
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Man kann ferner den für die Lehre von den elektrischen 
und magnetischen Potentialfnnctionen so äusserst fruchtbaren 
Lehrsatz von GToen *) auch auf die hier vorliegenden Func
ti onen mit dem grösstcn Vortheil anwenden. 

vVonn IJ' und (]) zwei .F'unctioucn sind, welche innerhalb 
eines abgogreuzten Raumes S eindeutig uud stetig sind, d. h. 
überall endliche erste Ditl'erenti alquoti enten haben, so ist 
nach jenem Satze von G1·een t3): 

I• lfD j''lj' ; · d'F •{f-
1

- drv-\- J. 1f' \} Wd :r: dydz = (]) _l. dw 
, d n t n 

+· fjj'(J> y 'F d.1: dy clz , 

wo d w ein Flilcltcnclement der Obcr fl äcl1 e vo n S, n die nach 
innen gerichtete Normale bedeutet, und die Integrationen nach 
dw iiber die ganze Oberfläche vo n ,)', di e nach d.1: clycl z dnrch 
!l:1s ganze Innere von S auszmlehuen sind. Wenn wir auf 

beiden Seiten dieser Gleichung acldireu l.;'l jjj'1FIJJ dx dy d z, 

so bringen wir den Sa.tz in die Form , welche wir hier brauchen: 

j . d fiJ j('tt 
(7) 1.F cln clw + JJ F(v m + k~m) clx dyd z 

j . dl[f j''tt = m 1 t~~ dco + JJ fiJ (\} 1f' + k- 1Jf ) dx dycl z . 

Sind 1F und fj) dargestellt als Geschwimligkeitspotentiale VOll 

ßrregtmgspunkten, die theil s innerhalb, tbeils ausserhalb des 
H.aumes /::i continuirlich mit der Dichtigkeit fj und p verbreitet 
sind, so is t nach Gleichun g (3) und (7 ) : 

j ' l(]) j '' {'{' 
(7 ") 1[1' ~n dcv - tln: JJ 1Ppdxdydz 

f ct 'JI rry 
= (]) ;ln dcv - 1171:) ), (]) q d x dy dz. 

[23) Sind 1[1' und (]) Geschwindigkeitspotentiale von ansserl1alb 
8 gelegenen Erregnngspuukten, so wird: 

*) Cl'dlv's Journ:tl Bel. '"'• S. :lßo. 
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/
• c/(/J . j' dP 1F d - dcv = ([) -d · · dcv. . n . n 

G~·een hat bewi esen, dass eine solche Gleichung wie (7") a uch 
richtig bleibt, wenn in einem unend lich kleinen Haumelement 
ds des l~aumes 8 die Dichtigkeit p einen so grosseu con
stanten Werth annimmt, dass p ds einer endlichen Grösse A 
gleich wird, obgleich dann (/) an dieser Stell e nicht steti g 

bleibt, sondern unstetig wird, wie A · Nehm en wir an, dass 
?" 

(j) das Oescl;windigkeitspotential der in dem unendlich kl einen 
Raumelemente d :; , dessen Coordinateu a, ß, r seien, mit der 
gleichmässig·en Dichtigkeit p ver theilten Erregungspunkte sei, 
während p überall sonst gleich Nu ll ist, so dass al ~o (/J in 
end licher Entfernun g vom P unkte a 1 (1, y den Werth habe: 

cos kr 
(JJ = A ---

?" ' 

so reducirt sich Jas dreifache Integral der linken Seite der 
Gleiclnmg (7 "), indem wir den W cr tl1, welchen 'P im Punkte 
u, (1, 1 hat, mit 1ffu bezeiehnen, auf1 1) 

1fJ11 j~ eh = A 1 Fu . 

Die Glciclmug (7) wird also: 

(7") 
/

'c/1[1 cos /.;?· r· r cl ( cos k?") 
- 1l tt: 1Vu = -- · - d1v - f -··- -- dw 

. dn r . dn r 

+ jjj(\1., 1Jf + lc~ 1P) co:.kr d .rc dy dz. 

Somit ist die li'uuction 'fJ", welche wir nur der Bedingung
unterworfen hatten, eindeutig und stetig zu sein, die übrigens 
ganz beliebiger Art sein kann auf die Form unserer Ge
schwindigkeitspotentiale gebracht. Ist übrigens innerhalb des . 
ganzen Raumes S 

Vx 1F -1- /.;~ 1P = 0 1 

so wird die Gleichung (7 ") : 

! 111 d ( cos k ~·) l j'cl'P cos kr 1 _ _ IJ'.f -.- --- r. w - -- --- c w - '1 n . " • 
• dn 1· du r 
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j 'cllF cos !.:1· 
Nn11 ist das Integral - ·- --- ilvJ das Potential einer 

dn ?' 

Seilicht von El'l'cgungspunkten, welche an der Oberfläche von 

b . t . t d d' D ' 1 . 1 ' t cll[f I t D d i::,V ausgc re1te JS nn 1e JC 1üg (eJ -
1
- 1a . as an erc 

(,?I. 

In tegral kön nen wir aber betracl1ten als tlas .[24J Potential 
einer Doppelsch icht vou Erregungsp1mkten, di e derselben 
Fläcl1 e anliegen. Denken wir di e eine Schi cht mit der 

L 
Dichtibo·keit - -- 1f' auf der äusseren Seite der Oberfläche 

c 
von /)' in der nncnd li ch kleinen Entfemnng -1,-e von dieser 
Obcrfliicb c ausgebreitet, die andere mit der Dichtigkeit 

+ !_ 1J5 anf der inneren Seite der Oberfläche von S :weh 
e 

in der unendlich kleinen Entfemung ·~ t von dieser Ober
fläche entfernt, so wird das Poten1i al dieser Sollichten sein 15) : 

1•1JI d ( cos k?·) ·' S . l . 1 . l --, - uw . om1t ä Bs t s 1c 1 .Je c e s tetig e und 
• (/t 1' 

e ind euti ge Func:tion 1P , we l c h e in a ll e n '!'heilen d es 
l{aum es S d e r Gl e i chun g· ge nü g t : 

v ~rr + l,~1P = o, 
a l s Gesc h wi ndi g k e its p o t en tia l von Erregung s
pu nkten a u ;; drück en, di e blo ss l ä n gs d o r Oberfläch e 
vo n 8 a usgebreit e t s ind. 

Hier aber llört tlie Aelmlichkeit mit den elektrischen 
Potcntialfunctionen auf, indem diese letzteren sich stets aus
drücken lassen als Pete11tialfunctionen einer einfache u 
Schicht von Elektricität an der Oberfläche des Raumes, was 
bei nnsereu Potentialen zwar im Allgemeinen auch der Fall 
ist , aber für ein e unendlich grosse t';ahl von bestimmten 
Wertheu von k für eine j ede gegebene geschlossene Ober
flllche Ausnahmen erleidet. Es sind dies nämlich diejeni "'en 
W erthe von k , die <l en eigenen Tönen der eingeschl~sse~en 
Luftmasse entsprechen. 

Man kann sich davon leicht an einem Beispiele über
zeugen, indem man das Potenti al für 'eine gleichmässig und 
continui rli ch mit En egnngspunkten belegte Kugelschale be
rechnet. JG) 

Wenn sämmtlicbe Dimensionen des Raumes S sehr klein 
gegen die Wellenlänge sind , kann lcr gegen 1 vernachlässigt 

• 
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we rd en, so oft r die Entfernung zwei er innerhalb S ge
legener Pnnkte ist. Unter diesen Umständen wird die Glei
chung (7'1): 

· ·J' /'11' d ( 1) l j'd1Ji dw 4n' . "= . --·- cw - -- -- · 
, dn r dn r 

Bei di eser Weglassang unendlich kleiner Grössen wird al so 1J.f 
eine Function, welche der Gleichung \T l' = 0 im Hamnc S 
genügt, und es fo lgt daraus, dass man in Wium en, deren 
Dimensionen gegen die Wellen länge verschwindend klein sind, 
statt der Functiouen, die der Gleichung \7 t[I + lc~ 1.F = 0 
genügen, stets unendlich wenig davon unterschiedene F'nnotion eu 
finden kann, die der Gleichung v 1J.f = () genügen. 

[25] Wendet man die Gleichung (7<1) auf thei lweis zn
sammenstossende R_ä ume S, und 8 11 an, indem man die Elemente 
ihrer nicht gemeinsamen Obedläche mit dw, und dw11 , die 
de~ gemeinsamen Stückes ihrer Oberfläche mit clw0 bezeich
net, unter n, die nach dem Inneren von S,, unter 1111 die nach 
dem Inneren von 811 g·erichteten Normalen dieser I<'Iächen
elemonte vers teht, so . hat man, 

wenn innerhalb S, \J'F, -1- k~ 11', = 0 , 

und innerhalb 8" \J1P" -1- lc'l
1P" = 0 , 

cler Punkt a, (1, y, von uem die Entfcmungen 7' gerechnet werden, 
aber innerhalb 8, liegt, und wir unter dem Integralzeichen 
[d w, + dw 0] schreiben, wo die Integration über sämmtliche 
E lemente d w, uncl si.immtliche clw 0 ausgedehnt werden soll: 

. J . cl (cos h:r) . j'd 1F, cosh:1· . 
117c

1l'tc,= 11', cln, - -;.- [dw,+dwo 1-: -;rn.,--r [dcu,+dwo], 

j . d (coshT) j 'c11Jf coslcr 
0 = 1l'" -

1
- ~:- [dw" -l--dw0]- '

1
' · ·..". --. - [ clw"+clcu 0 ]. 

c n" 1 c. n" 1 

Wenn nun an der gemein samen 'rrennungsfläche beider Räume 

d 1_lf, d qr" cl1J.f" 
1Ji, = 1[f"' - -· - ---

dn, - -c{?Z, - dn" 

ist, so giebt die Addi tion beider Gleichung·en, da dn, =- cln": 

4 , 11, - }·,1, rl (cos h:r) . jdt[.f, cos k1· l 
7C "" -- , - --- dcu, - - .. -- G w, 

dn, r ein, r 

} • 'P cl (cos lcr) _ j'd Y'" cos l.:r d + ." -i- -- dw"-- -d -- w". 
C" n" ?' · n" r 
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Die F'unction <fl, er scheint also hier als Potential von Pun)r.ten 
ausgedrückt, die an der nicht gemeinsamen Oberfläche der 
Räume 8 , und S" liegen, während die Punkte der gemein
samen Trennnngsfläche ganz aus dem Integral verschwinden. 
Genau denselben A usclruck erhält man aber für lJ5

" , wenn 
man den Pnnkt a, (J, I' in den Haum S" verlegt. Es sind 
a lso in diesem :U'alle 1Jf, und lJ5" Potentiale derselben ausser
l1alb des gemeinsamen Raumes 8, und 8" liegenden Erregnngs
pun kte , und heide F unctionen müssen continuirlich in ein
tmder üb ergehen. 

Wenn wir also im Folgenden für das Geschwindigkeits
potential in verschi edenen '.l'heilen eines zusammenhängenden 
Luftmumes verschiedene Ausdrücke qr, und P" werden wii!Jl en 
miissen, wird die Contiunität an der Grenzfläche, [26] hcrg·e
stellt sein, wenn in allen Punkten derselben 

cllJf, 
cln, 

dlJ5" 
du, 

§ 5. 

oder d 1F" 
cln" 

V er1ta1ten in nnentllic1ter Entfernung. 
Wir müssen noch die Grcnz;bedingungen aufstellen für 

solche unendli ch entfernt gedachte Oberfiächen, durch welche 
Schallwellen in den un endlichen Raum hinanslaufen, und 
jenseits welcl.J er es keine Erregungsp11nkte mehr giebt. W cnn 
von einem einzelnen Punkte aus in der vorher unbewegten 
Luft eine Erschütterung ausg·eht, so hat das Geschwind igkeits-

potential bekanntlich 17) die Form ~ F(1·- a t), wo P eine will

kürliebe Function, ct die Scballgeschwiudigkeit, 1' die Ent
fem nn g vom Erregungspunkte a, ß, ?' bezeichnet. Soll p 
einer einfach periodischen Bewegung von n Perioden in der 
Secunde entsprechen, so müssen wir ihm die l•'orm geben 

_2.__ cos [/er - 2 rcn t + c], wo 2 rcn = alc, wie in (3") fest-
1' 

o·esetzt ist. Haben wir nun eine beliebige Anzahl Schall er
~cgender Punkte in endlicher Entfernung vom Anfangsp unkte 
der Coorclinatcn , so dass das Goschwind igkeitspo tenti;lt 1[! 
von der Form wird : 

(8) zp _ "" { 1 cos [k1'., - 2 u:n t + g,, \ . . - - ~ L" · r }' ,, . 
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wo ?',1 die Entfernung vom P un k te n, A,1 und g,, Gonstanten 
bezeichnen, die für die verschiedenen P un kte verschieden sind , 
nnd setzen wir die Coordinaten x , y , z des P unktes, in dem 
die Schall bewegun g bestimmt werden soll , gleich 

f! cos w , f! sin r.u cos :J·, {! sin (<I sin :J , 

fiir den Punkt a aber gleich 

a 11 1 (1,, 1 y,, , 
HO ist 

1'= Y r/-'2(!(a cosw-j-ßsin w cos .:J -j-ysin wsin :J)-j-a ~ -1-ß~-1-Y\ 

und fiir unendli ch grosse W ertbe von (! wird 

1' = f! - a cos w - ß sin w cos .:J· - I' sin w sin .(}, 

indem wir die wei teren Gli eder vern achlässigen, welche (! im 
Nenner enthalten und deshalb unendliclt klein werden. Da
nach wird nun der Werth von lf_f , wenn wir nur die Glieder 

vo n der Ordnung __!__ beibehalten: 
f! 

'I' cos(k o -21cnt) ''{A [1 ( = ' - o cos "; a,, cos w 
(! 

[27] (8") 

-1- {111 sin w cos .(} -1- y,, sin (V sin .:J) - [!o]} 

sin (ke-'21cn t ).._.{A . [ 7 ( -j- - 0 Sill tC Ct,1 COS W 
(! 

+ (111 sin (V cos .()· + j1,, sin w sin {)) - f!n] } . 
Die beiden Summen in diesem Ausdruck sind von (! unab
lJängig, dagegen Functionen von w und .(} . Wir können 
also scbliesslich für un endlich grosse W erthe von (! 1P a uf 
di e l"orm bringen: 

(8
b) m . cos[ke-2nnt-j- c] 

T' = 2! ) 
(! 

wo 2r und c Function en von w und {}· sind. 
Dieselbe Betrachtung lässt sich auch anwenden , wenn 

in der Nähe der Schall en egenden Punkte begrenzte fe ste 
Körper vorhanden sind in endlicher Entfernung vom Anfangs
punkte der Coordinaten insofern man an der Oberfl äche 
di eser Körper periodiscl: wirkend e Krä fte annehmen kann 
welche die Bewegun g· der L11fttheilchen senkrecht gegen ihr~ 
Oberfläche zu vemichten im Stande sind JB). I st der Raum durch 
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irgend eine unendlich ausgedehnte F läche nach einer H.ichtuug 
begrenzt, so ist diese Betrachtung nicht unmittelbar anwend
bar, weil man dann periodisch wirkende Kräfte an di eser 
Fläche bis in unendliche Entfernun g hinans haben würde. 
Woh l aber lässt sich einfach der Fall behandeln , wo der 
Raum durch eine unendliche Ebene begrenzt ist, die durch 
den Anfangspunkt de1; Ooordi naten geht. Man braucht sich 
zu den Erregungspunkten nur noch ihre Spiegelbilder hinter 
der Ebene hinz u zu denken , von beiden zusammen d:1s Ge
schwindigkeitspotential zu nehmen, so erfüllt dies die Be-

l1F 
clingung, dass an der Ebene _c._._ = 0 sei tn), und es lassen sich 

dn 
auf ein solches Geschwind igkeitspo tentia l dieselben Betrach
tungen anwenden, a ls wenn nur endlich e foste Körper in der 
Nähe wären. 

Unter diesen Umständen ist a lso die Grenzbed ingun g·, 
welche für die unendlich entfernten '!'heil e des freien Hanmes 
an f'lustellen ist, die, dass das Bewegungspotential 1fi dort die 
in Gleichun g (8") angegebene Form habe. 

Rociprocität sgese tz. Setzen wir j et zt voraus, dass 
1[ 1 das Geschwindigkeitspotential eines Schall wellenzuges sei, 
der in dem Punkte a erregt wird, in dessen Nachbarschaft 
sich eine beliebige Anzahl fester begrenzter Körper befind en 
möge, so dass nur an dieser Stelle '11 .unendli ch werde, wie 

1 cos k?·" ) L --.- cos(211:nt , 
1 !! 

sonst überall endlich und steti g bleibe, un d in der unendli ch 
grossen Entfernung I! [28] von derselben Form wie in Gl ei~ 
chnn g (81>) sei. A ussenlern möge an der ObOJ·fläche der fe sten 

Kürper di e Gleichung d1Jl = 0 stattfinden. Es sei femer . f/! 
dn 

das Geschwindigkeitspotential einer Sehallbeweg nug, die im 
P unkte b erregt worden ist, so dass in un en dlich kleiner Ent
fern un g von b (j) un endlich wird, wie 

cos krb 
(jJ = A -- -- cos (2 rc n.t) 

1.b , 

in unendlicher Entfernung I! dagegen 

(j) = lB cos [!• {! - 2 1c n t + b] 

I! 
Osiw~lt)'s )>Jnssikc r. 80. 3 

l 
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sei7 wo .\B und b nach verschiedenen R ichtungen vom Anfangs
punkte der Coordinaten a ns verschiedene W ertbe haben; übri
gens muss r]J wie 1J1 überall sonst endli ch sein , und an der 

clfl) 
Oberfläche der festen Körper d ·-·· = 0 . 

n 
Wir wenden nun die Gleichung (7 ) auf einen Raum S 

an, der durch eine mit dem un endlich grossen Radius f! um 
den Anfangspunkt der Coordinaten beschriebene Kugelschale 
umschlossen ist , von welchem wir nur ausschliessen alle die 
'!'heile, welche durch die fes ten Körper eingenommen sind. 
Pur ui e Integration an den Pu nkten a und b, wo 11' und m 
un endlich gross werden , findet di eselbe Betrachtung wie bei 
Gleichung (7 ") statt. Wir erhalten 20) : 

r cl(j) j' d ;_rr 
(9 ) q.1 - · dw - (/) -d dw 

. dn . n 

= 471:A[qr,, cos (21rnt) - f/! a cos (2n:n t)], 

wo 'Jf" den Werth von 1P im Punkte b, und ma den von r]J 
im Pu.nkte a bezeichnet. Die Integration nach cl w ist sowohl 
üb er die OberHitehen der vorhandenen festen Körper auszn-

dm dtf.I 
dehnen, an denen aber -d = -i.. = O, so dass diese 'l'heile 

n c.n 
wegfallen, a ls auch über die OberHitehe der Kugel. Hier 
wird nun 2011): 

11
r d(}) cl 1P mmk sin (o- c) --- m-- = 2 • 

dn dn (! 

Wenn wir nun bedenken, dass q.1 und (j) von der Form sein 
müssen: 

<[I= 1P' cos (21cnt) + 1l'" sin (2 n:nt), 

m = (/J' cos(2 7t:nt) + (j)" sin (2 7t:nt), 

wo 1P' 7 rD', 1P" und ([)" von der Zeit unabhängige Grössen 
sind, so wird 

Pu cos (21cnt)- f/J" cos (211:nt) 

= ·H 1P/,- rD;,J + -H'f.I t-m;,] cos ( 47l:nt) + -H 1FI:- f/J~] sin ( 47l:nt). 

Da nun die Gleichung (9) für j eden Werth von t erfüllt sein 
muss, so muss [29] einzeln gleich sein: 
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also auch 

' {f~ - f}>;, = 0 ' 

'Jf z - (j)~ = 0 ' 

j . 'ZT58 siu (b - c) clw 
0~ = 0' 
" 

W') ' fi& = 'rrz cos (2u:nt) + 'FZ sin (271:nt) 

= r/);, cos (2u:nt) + m;; sin (2u:nt) = m ... 
Daraus geht der wichtige Sat;~ hervor: 'vV e n n in e i 11 e m 
mit L uft gefü llt en Haum e, der th eil s von end lich 
a usge ll ohnt en f es ten Körp e rn begrenzt , theils unbe
grenzt i s t, im Punkte aScha ll wellen e rr eg t werd en, 
s o i s t da s Gesc hwindi g keit s pot ential d e r se lb en in 
e in em zw eiten Punkte b e be n so g ro ss, a l s es in a 
se in würde, we nn nicht in a, so nel e rn in b W e llen 
von d. e r se lb en Int e n sität erregt wiird eu. A neh ist 
der U nt e r ~ chied der Phasen des e rr ege nd en und e r
r eg ten Punktes in b e id en Fällen g l eic h. 20l>) 

Aus der nach der Gleichung (8") gemachten Bemerkung 
geht borvor, dass dasselbe noch gilt, wenn der Raum von 
einer unendlichen Ebene theilweiso begrenzt ist. lst. rJ> das 
Geschwindigkeitspotential von Schallwellen, die eine grössere 
Zahl von Erregungspunkten b1 , b~ , .. . , b," haben , also von 
der Form 

rt> = rt> 1 + '') ~ -1- ... + m"., 
wo rJ>". das Potential der in b,". erregten Schallwellen ist, 
so wird 

(9b) ~ [ 'Fh" , ] = ~ [m,",a] . 

In dem Falle, wo die durch 'F dargestellte Schallbewegung 
ni cllt davon herrührt, dass ein tönender Punkt a sich im freien 
Raume befind et, soudem dass an irgeml einem Oberflüchen
elemente der Begrenzung des Luftraumes, das wir mit da 

d 1F 
bezeichnen wollen, - l -" nicht Null, sondern 

G lt 

cl'Pa 
dn 

B eos 2 1cnt 

ist, so wird aus der Gleichung (9) 20) : 

(Oe) 411; A 1fl& = - B (j)a da. 
3* 
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Dieser Satz kann dazu di enen , um in solchen Fällen, 
wo man die Schallbewegung der L uft vollständig nur für ge
wisse besondere L agen des schallcrrcgonden Punktes bestimmen 
kann , doch wenigstens für all e anderen L agen eines oder 
beliebig vieler schallerregender P unkte p ie Erregung in [30] 
j enen ersten Stellen des Raumes zu bestimmen. Namentlich ist 
der Satz; wichtig·, wenn man die Sclwllbewegung für ein e j ede 
entfernte L age des tön enden P unktes bestimmen kann, weil 
man dann rü ckwärts auch fiir j ede andere Lage des tönenden 
Punktes di e F ernwirkun g bestimmen kann, auf die es bei den 
akustischen Versuchen meistens a ll ein ankommt. 

§ 6. 

W elleu in o1l.'euer JUihre. 
Wir gcl1 en nun zu unserer eigentli chen Aufgabe über , 

di e Bewegung der Luft am olJ'enen Bnde einer cy lindrischen 
Röhre zu bestimmen, wenn im Innern der Röhre durch irgend 
eine Ursache ebene Wellen, die einem einfachen 'ron e von n 
Schwingun g·en in der Secunde entsprechen , zu Stande g·e
kornmen sind, und sich die Bewegung durch die Mündung 
der lWhre der änsseren Luft mit theilt, welche übri gens zu
nächst durch keine anderen ScbaJI erregenden Kräfte afficirt 
sei-IJ möge. 

Die Form der Röhre sei im A llg·emeinen cylindri sch von 
beliebigem Querschnitte; nur in geringer Entfernung von der 
Mündung möge dieselbe von der cylindrischcn l<'orm abweichen 
dürfen. Wir schli essen also Röhren mit trompetenförmigen 
oder l1all.J gedeckten Mün dungen in unsere Untersuchung· ein. 
Uebrigens setzen wir VJ)raus , dass sowohl die Dimensionen 
der Oeffnun g , wie auch di e Länge des nicht cylindrischeu 
'rheils der Röhre gegen die Wellenlänge verschwindend klein 
seien. Den äusseren llaum denken wir uns der Einfachheit 
wogen uach einer Seite begrenzt durch eine unendliche Ebene, 
welche senkrecht gegen den cylindri schen Tb ei l der Röhren
'~and gerichtet ist, und in welcher die Röhrenmündung selbst 
l ~eg t . Die?e Ebene sei die y z - E bene, die Röhre befinde 
s~ cb auf Seite der negati ven x, deren Axe im Innern der Röhre 
hegen und dem cylindrischen '!'heile ihrer Wand parallel sein 
sol l. A uf Seite der positiven x sei der Luftraum unbe!!renzt. 
Nach der gemachten Annahme betrachten wir ky und lcz als 
verschwindend klein gegen 1 , wenn y und z Coordinaten 
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eines P unktes der Röhrenmündung sind, und ebenso Iex, wenn 
x einem Punkte des nicht cylindrischen 'rheils der Röhren
wand angehört. 

Unsere Voraus~etzungen über die Natur der Bewegung·, 
welche wir untersuchen woll en, drücken sieb nun in fo lgenden 
Gleichungen aus. ßrstens nehmen wir an

7 
dass irgeudwo in 

der Röhre sich ein Abschnitt befinde 7 zwischen welchem und 
der Mündung keine äusseren Krä fte a uf die Luftmasse ein
wirken, und in welchem das Geschwindigkeitspo tential 1fJ' un
emllich [31] wenig verschieden sei von der l<'orm 

1F = ( t sin /.;x + B co~ Iex ) cos (2 'lt:n t ) 

+ (~( sinkx + .\Scos /.;.?; ) sin (2nn t). 

Dies ist die allgemeinste Form 21), welche ebene W ellen 
7 

di e 
einem einfachen Tone von n Schwingungen angehören, haben 
können. Zur weiteren Vereinfachung woll en wir gleich den 
Anfang der Zeit t so fes tsetzen, was offe nbar immer möglich 
ist, dass \ll = 0 wird 7 und somit 1[ r in dem besagten Ab
schnitte der Röhre di e Form erhält: 

( l 0) 1fr = ( ~ siu!.: x + Bcos k.x) cos (2u:nt) +.IB coskx sin (2nnt). 

Auf Seite der positiven x denke mau sich zwei halbe Kugel
flächen von sehr grossem Had ins construirt, deren Mittelpunkt 
im Anfangspunkte clcr Coordinaten liegt. Zwischen beiden 
soll l.J5 die l•'orm kugeliger Wellen haben, clie in den unend
lichen Raum hinauslaufen, nümlich , wenn wir, wie fr üher, die 
I.Gn t.feruung vom Anfang cler Coordinaten mit 1: bezeichnen : 

(lO") !Jf= lrlcos (l•(.J - 2n:nt) _ M
1 

sin (kr:- 2u:n t) 
(.J (.J 7 

wo j.J{ und Jl11 unabl tängig von (.J 7 aber möglicher Weise ab
hängig von den Winkeln sind, die (.J mit den Coordinatenaxen 
bi ldet. 

Jenseits der iiusseren j ener beiden Kugelflüchen mag noch 
ein Raum li egen , wo die Schallbewegung erst beginnt , aber 
zwischen Ll er Region der ebenen Well en in der Röhre, deren 
Bewegu ng in der Gleichung ( 1 0) gegeben ist , und der Hegion 
der Kngel weHen von der Form ( l 0") soll die Stärke und P hase 
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der Luftschwingungen stationär geworden sein , also P hier 
überall von der Form sein: 

(tO b) 1J.i = 7J.i ' cos (271:nt) + 7J.f" sin (2n:nt), 

worin 7J.i' und <J.f" l<' unctionen der Coordinaten , aber unab
hängig von der Zeit sind und in diesem ganzen 'l'heile des 
Luftraumes die Bedingung erfüllen: 

(3h) o = k~ 1rr + \J 7F. 

Endlich muss noch längs der ganzen Wand der Rühre und 
an dem 'l'heile der y z -Ebene, welcher nicht von der Rühren
mundung eingenommen ist, sein: 

Wir wollen nun die Beziehungen zwischen den Coefficienten 
A, B, ~' M und Jl!f.~ der Gleichungen ( l 0) und ( l 0") mitteist 
des er weiterten Green'schen Theorems aufsuchen. 

[32] Die erste Anwendung· der Gleichung (7) machen wir 
auf den inneren Raum der Rühre, di esen von der Ebene der 
:Mündung bis zu einer damit parall elen Ebene genommen, 
welche in der Region der ebenen Weilen li egt. Die l<'unction (]J 

der Gleichung (7) setzen wir hi er: 

f]J = cos lcx. 

Da sowohl f]J wie 1J.f die Gleichung (3b) erfüll en inn erhalb des 
hier betrachteten Haumes, so reducirt sich Gleichung (7) auf 

1. d f/J ;· cl 1J.f (71') 1[.f - dcu - (j) - .- dw = 0. 
· ein dn 

dP · · Nun ist - .- nur an der Mündung und m dem Querschmtte 
cln 

d 1f.i 
der Röhre von Null verschieden, dort ist es gleich - d .x , 

h. I. I dP 
! Cl' g CIC 1 -f- - · 

dx 
Es wird also n) : 

j • .. cllF Jd 1J.f' Jd 1J.f" 
f/J -l- d üJ = - cos 2 n· n t -d cl w -- sin 2 1c n t _l_·_ d w 

C n X 1.i X 

+ Q(A cos Iex- Bk sin kx) cos kx cos (2 n: nt) 

- Q~ lc sin l.:.x cos lc.x sin (2 1cn t) . 



Uober Lnftsohwingungon in offenen Röhren . 39 

- J i[J' . 
Durch den Horizontalstrich 1Ji oder -l · sollen hier und fortan 

{ .x 
die Werthe bezeichnet werden, welche die betreffenden Func
tionen in der Ebene der Röhrenmündung haben. Mit Q ist 
di e Grösse des Querschnitts des cylindrischen 'fheil s der Röhre 

I . 1 t D · cl (J) I' l . I 'I'h '\ l )OZelC 1ne . agegen 1st - am cy l!H n sc Jen 01 e c er 
dn 

H.öhrenwand und in der Oeffnnng der Höhre gleich Null. Von 
Null verschieden ist es nur in dem Querschnitte der B.öhre

1 
wo es den Werth - h; sin /.; .x hat

1 
nnd in dem nicht cylin

ilri sdtell 'l'lleile der Röhrenwnnd. Nennt man den Winkel, den 
die nach innen gerichtete Normale der Höhrenwand mit den 

. clW clW 
positiven X büdet, r'J SO ist da . · = - = 0 , 

' ' ' dy d z 
d (/) cl (j) . l 

-t = eos ('1 --- = - k sm /.;.?; cos () . 
c u dx 

Wir haben also 23): 

j ... d lll 
111 -t- dw =- Q (A sin k :c + 1c B cos lc.x) sin lex cos (2 u: n t) 

( 1t 

-- Q lc~ cos h;x sink x sin (2n: nt) 

- 1c cos (2n; n t)j 'P' sin lcx cos (:Jdcu 

- lc sin (2 1cnt)j lJ5 "sinkx cos(Jdcu. 

Wenn man diese Wertbc der Integrale in die Gleichung (7b) 
einführt , und [33J einzeln die mit cos (2 n:nt) und die mit 
sin (2 1cn t) multiplicirten Glieder gleich Null setzt, so erhält man 

( 11 ) f'cl 1P' j ' A Q = -·- dw - lc 1J.fl sin /.; x cos (J d cu , 
. d.'t • 

( l l ") j 'd 'P" /' lr". 0 = --- dw- k J smlc .x cosßdw. 
d x · 

In beiden Gleichungen ist das erste Integral über die gam:e 
Oeffnung der Röhro zu nehmen, das zweite über die Wand 
der Röhre , doch wollen wir gleich bemerken, dass an allen 
Stellen, wo cos (:1 von Null verschieden ist, /.; x nach unserer 
Annahme eine verschwindend kleine Grösse wird. In rein 
cylindrischen Röhren mit ganz offener oder tbeilweis gedeckter 
Mündung fallen di ese letzteren Integrale ganz weg. 
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Die zweite Anwendung des 'l'heorems (7 ) machen wir auf 
den freien Rau m n.nf Seite der positiven x, der einerseits be
grenzt gedacht wird dnrch die y z- Ebenc, andererseits durch 
eine um den Anfangspunkt der Ooordinaten als Mittelpunkt 
oonstruirte halbe Kugelfl iic}J e1 we lche in die Region der kuge
ligen Wellen fällt.. Innerhalb dieses Raumes li eg·e der P unkt, 
dessen Coordinaten a, (1, y sind. Die Entfernung des l'unktes 
.x, y, z vou ihm sei r, , wiihrcml 1·" di e Entfernung von dem 
P unkto sei , dessen Coordiuatcn - u, (J, y sind, und der 
ausscrhalb des hier betrachteten Haumes liegt. Die Function (/) 
der Gleichung· (7 ) setzen wir 

l 
cos (k1·, - 2u:nt) 

1 
cos(!.:T"- 2u:ut ) 

(!.1 = .\ + ·., . 
- ?', - ?'" 

Indem wir nun die Gleichung (7) anwenden mit Beachtung 
des in (7 ") berücksichtigten Umstauelos der Unstetigkeit von (/) 
im Punkte u, (J, y, erhalten wir 21): 

I, di/J j ' cl 1F 
'F - d cu - (j) -d· cZ cu = 2 Jr: cos (2 u: n t) ' fia , 

• du · n 

wo 1P" den W erth von 1Jl im Punkte a, (1, y bezeichnet. 
Wie im I•' alle der Gleichung (9) wird die Grösse 

. cU/J d 1f' 
'P -

1 
- (]) -l · an der weit entfernten Kugelfläche eine von 

cn c. 1t 

der Zeit unabhängige Grösse, ebenso natürlich auch das Integral 
dieser Grösse über di e Kugelfläche, welches wir mit ([ be-

. 
1 

. dm 
zote men wollen. An der y z- I~bene dagegen 1st -l - überall 

cn 
. clo/ . 

gle10h Nulll!1), ebenso - -· üb erall m1t Ausnahme der Oeffnnng, 
dn 

d 1]5 
wo es gleich -- ist· [34] (}) aber bekommt den W erth: 

cl:J; ) 

(]) __ ~~s (k 1·, _=: 2_n: !z t) 
- ) 

1', 

weil an der yz-I~bene r·, = r" ist. So erhalten wir die 
Gleichung: 

( r c[lf.J COS (lc ?' - 2 TC n t) . 
ll c) ([ -- l--.- ' . cl w = 2n: cos (2 n: n t) tp". 

• (, :r; ? , 
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Setzen wir nun nach Gleichung ( 1 Ob): 

( l 01') 1F = 1[JI cos (2u;n t) + 1F" sin (2 7t:nt) 1 

so könn en wir in der Gleichung ( 11 ") 1 welche für alle Wertho 
von t erfü llt sein muss 1 die Quadrate nnd Producte von 
cos(21cnt) und sin (2 7t: nt) durch cos (4 7cnt) und sin(4nnt) 
ausdrücken und dann einzeln gleich Null se tzen: 1) die Glicder

1 

welche nach der Zeit constant sind 1 2) die Glieder1 welche mit 
cos(4 7cnt) multiplicirt sind 1 und 3) die mit sin (rl ·n:nt) rnulti
plicirten , und erhalten dadurch fol gende drei Gleichungen: 

_1TJ , 1 j ' (d 111
' cos!.;?·, + cllV" sin k1·,) l 

~ = 1L I' a + ·.f - -- -- ( , (() • 
- d x 1·, dx 1·, · 

_1[1 , '.[ili'fli coslc?·, l 1 j'd1Ji " sinh;T, l 
O = n .. a +~ ------ l ,üJ --., -- · lW 

-. rlx 1·, -. dx 1·, ' 

j . z1f.ii . 1. . j' l'JP' , 1 . . - ITJ"I_l G . Slllt•?, l 1_ 1 Ci • . COS to? ,/ 
0 = 1 / • .r" - ' '2 - l- (,(() -, .,. - l- - . (.(.(). 

Ci.?; 1', - Ci, X ?·, 

Die Integrationen sind über die OelTnung der Höhre auszu
dehnen. Durch die beiden letzten Gleichungen ist der Werth 
der Fnnctionen 1f1 ' und 1f:I" für alle P unkte des Raumes auf 

d1[J'' 
Seite der positiven .x gegeben 1 wenn die Werthe von 

dx 
l1Jf" 

und _! - in der Oeffnuug der Höhre bekannt sind . Die erste 
dx 

Gleichung folgt aus den beiden anderen mitteist des 'l'heorems 
(7")~'•) . Der Werth von 1Pa wird demnach: 

( ll ") 
. 1 j' cl 11i' cos (lc1·, - 2 1t:n t) 

<fJ " =- - - dw · 2n: dx 1·, 

l Jd1J.f'' sin(/.:?·,- 21cn t) l + - -- (i(t), 
2n: dx .1·, 

Wenn wir statt der rechtwinkligen Ooordinaten Potar
coordinaten einführen, nämlich 

a = ~ cos (t) ) (J = (! sin (<) cos {} 1 r = (? sin (t) sin ,')· ) 

so wird in unendlich grosser Entfernung 1.! vom Anfangspunkte 
der Ooorclinaten mitteist einer ähnli chen Umformung, wie sie 
in (8") ansgeführt ist: 
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1F = M cos(lce - 21r: nt) - lJf. sin (kf! - 211:n t) , 
{! {! 

wo 21i) 

f 
Jl1 =-~jj'(cl

1

Tf ' cos k~: -1- dl!f~" sin/.;c) dy d z , 
!. 1t. • • dx ( , X 

t JYI, = - _I_. jj'(l(itr'; cos /.; c - clliJP sink Ii) d!J r.l :::, 
"271:. d x (.?: · 

c = y sin cv cos .?· +· z sin w sin .(} , 

und wo die Integrationen Ub er di e Oeffnnng der Röhre aus
zudehnen sind. 

Eine dritte Anwendung des erweiterten G?'een'scheu Satzes 
machen wir auf den Raum, welcher zwischen einem Quer
schnitte der Röhre in der H.egion der ebenen Wellen und 
einer halben Kugelfläche in der Region der kugeligen Wellen 
liegt. Für di e Functionen <p und (j) der Gleichung· (7) setzen 
wir 1Lf' und 1Jf" und haben wie in (7b) : 

f !f.,, d 1Jf" l j'1J''" ct<Ji' l - 0 (71>) J -~- c ({) - J -d c ({) - . 
• c n n 

cl 1fJI d 1F" 
Da längs der ganzen festen Wand des Raumes -cl = -

1
- - = 0, 

n c.n 
so ist die Integration nur über den Querschnitt der Röhre und 
die Halbkugel auszudehnen. Im Querschnitt ist: 

l(J' = A sin lcx -1- 13 cos lcx, 
/,; 

i{ f" = ~ cos lc .'C ' 
l 1fl 11 jl[i ' 

iJJI c_. _ _ <[111 c_ .. _ =- A~. 
dx ·· dx 

Au der Kugelfläche ist 27) : 

lJ:f' ~1 cos lc {! •1. siu k (! 
=Jol. ---.b -- , 

f! I f! 

1J.I" = Msinh:._i? + ll f cos k q' 
(! t i? 

l !{f" cl 1J'l' 1 ( '112 1- ~12) 
- 1(.J' ~ 1f1" -- = - Ii; j ~ ~r 1 • 

d(! + d(? {!" 
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Wenn man die Integrale nimmt, wird: 

j
-.~~ 71 

1
.2 n 

(11 g) O=A5DQ+ k - d w dU(J.W+J.11;)sincu. 
II 0 

[36] Endlich wenden wir noch das 'l'heorem (7) auf den 
inneren Raum der Röhre an, von der Ebene der Mündung 
bis zu einem Querschnitt in der Region der ebenen Wellen 
für di e l"unction 'F' und 

f/J = sink .?.: , 

I. d W r dl[J' (7h) 1F ' - dcu - (j) -'- dw = 0. 
· dn . dn 

Am Querschnitte der Röhre wird 

'Jf' d f]) - (]) cl!P' = lc B . 
d.T dx 

d1JI' 
An der Wand der Röhre wird - .

1 
- = 0, an ihrer Mündung 

(i, )1, 

(/J = 0, so dass das zweite Integral der Gleichung (7 b) ver
schwindet . Im ersten wird an der Wand der Röhre 23) : 

d (/J 
-, - = k cos /;;.?,; cos (J ' 
cn 

an der Mündung d(]J =- k. Also haben wir: 
dn 

(ttl') QB + f 'P' cos lcx cos (Jdw-J lJI' dw = 0 , 

wo das erste Integral über den nicht cylindrischen 'l'heil der 
Röhren wand auszudehnen ist, so weit cos (J sich von Null 
unterscheidet, das zweite über die Oeffnung der Röhre. 

Wir haben j etzt in den Gleichungen ( 11 ), ( 11 "), ( 1 1 <l) 
( 11 r), ( 1 1 g), ( 11 hJ die Werthe der Coefficienten A, B, 5D, JJ{, M: 
und der Fnnctionen 1F' und 1P" im freien Raume zurück
geführt auf Integrale, in denen nur die Werthe vorkommen, 
welche P ' , P " und ihre Differentialquotienten theils in der 
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Mündung der Röhre selbst, theils an dem nicht cylindri schen 
Theile ihrer Wand haben . Wir wollen j etzt die Verein
fachungen dieser Ausdrücke einführen, welche daraus her
fli essen, dass die Dimensionen der Mündung und die Länge 
des nicht cylindriBchen Theiles des Röhre unserer Annahme 
nach gegen die Wellen länge verschwindend klein sein sollen. 
V ernacl1lässigen wir Grösscn von der Ordnung k r; gegen l 
so nehmen unsere Gleichungen ( ll ), ( II n) und ( LI f) folgend~ 
G ostalt an 2 ~) : 

j 'd lfi' 
(12) AQ = - ,- dw, 

u .x 

[37] rd ifP' •f ." 
0 = -- d W - /;;- l fi X CO S {-J d W 

1 ' d.?; 
(L2 ") 

I j' c{ 1f.Ji I 
M = - -· - . - rlw = - . AQ 
. '2 11: • d X 2 7C ' 

f<'ür den Werth von Jl!,. ist zu bemerken, dass das von 1.; 

. j 'd'f.l" unabhäng·ige Glied desselben -
1
-. - d w nach {12") selbst eine 

' c.x 
verschwindend kleine Grössc ist, dass ferner auch das mit 

P 7 . • • • Jd"~ifi . 7 
der ersten otem~ von '" multJphcute d .x c u w uer N ull 

gleich gemacht werden kann, wenn man den Anfangspunkt 
der Coordinaten, über den bisher nur bestimmt ist, dass er 
in der Oell'nung der Röhre liegen solle, in den Schwerpunkt 

. . . d1J.'i 
einer Masse verlegt, welcl1e mit der DJChtJgkmt -

1
-. - über die 

C X 

Fläche der Oeffnung verbreitet ist; also reducirt sich der Werth 
von M

1 
auf verschwindend kleine Grössen, nämlich 

-k~ . . k!j'dY.:J" 
(12") Jlf. = - - j t[.I" x cos (Jdw + 4- d - e2 dcu . 

2n n x 

Wir werden also 1111 gegen 111. vernachlässigen und letzteres 
als unabhängig von den Winkeln w und /J betrachten dürfen 
also aus ( 11 ~) erhalten: ' 

AQ)Q = -- 2rt:!.: M~ , 

oder mit Berticks!ch1.ignug von 



Ueber Luftschwin gungen in offenen Röhren. .J!J 

AQ = - 2u: J.l[, 

'"' 7 1c ::o = ";Jl1= - - AQ , 
'2 71: 

endlich: 

(12") QB - ./ 1lf' dw-j'1rr' cos(Jdw. 

Da nun übrigens nach (11 °) in der Ebene der Mümluug mit 
Vernachlässigung kleiner Grössen 28") 

q>' = _ _ t_ j 'd 1P' d(~ 
2 7( d .?; 1' 

und 

( 12") 1 j'cl 1f5' 1 JV.f = ·- - - d w = - - A Q 
'271; d :r 2n: ' ' 

so sind JY! oder A Q nnd i 1P' Grössen von gleicher Ordnung. 
Nun können wir die Gleichung ( 12°) schreiben : 

Q B = +jj'1Jf' dy d z , 

[38] wo die Integration über alle W erthe von z und y auszu
dehnen ist, welche der Oeffnung und Wand der Röhre ange
hören, und das + Zeichen sowohl an der Oetrnung als an den
jenigen Theilen der Wand zu nehmen ist, deren Normale mit 
den negativen x einen spitzen Winkel bildet, das - Zeichen an 
den Theilen, deren Normale mit den positiven .x einen spitzen 
Winkel bildet. Q B ist also gleich den Wertheu von 1P' in 
der Nähe der Oeffmmg, integrirt über eine Fläche von der 

Grösse Q, also ist B von der Grössenordnung 1F' oder A Q . 
c 

Wenn also der Querschnitt der Röhre von derselben Ordnung 
kleiner Grössen wie die Oeffnung, d. b. von der Oeffnung t~ 
ist, ist B von der Ordnung A ~.>. Geuauer lässt sieb bei der 

A llgemeinheit unserer Annahmen das Verhältniss ~ nicht 

bestimmen. Wir werden später bei den Beispielen sehen, 
dass es von der Form der Mündung abhängt, von welcher 

5S 
wir das Verhältniss A unabhängig· gefunden haben, und dass 

es nicht merklich von dem W erthe von lc abhängt, so lange, 
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der Querschnitt der Röhre und die Länge des ni cht cylin
drischen Theiles al s verschwindend gegen die Wellenlänge zu 
betrachten sind. Ist übrigens die Ocffnung der Röhre sehr 

kl ein gegen den Querschnitt, so kann ~- jeden beliebigen 

grösscrcn Werth erreichen. 

Innerhalb dur ti eferen '!'heile der l~öhre ist also, wenn 
wir setzen 

leB A = - tang Iw , 

iJI = . A sin lc(x- a) cos (2 11:nt) 
k cos /.;a 

AkQ ' . (') t) - --- COS tC X Slll ~ 71; n 1 2 u: 

und dazu gehört die Bewegung in den entfernten Stellen des 
freien Raumes, indem wir M

1 
gegen JJ1 vemachlässigen, 

(12 11) lJf _ _ .A.Q cos(lc(.l- 2 7t:nt) 
· - 2 rt: (.l ' 

in welchen beiden Gleichungen .A. eine willkürliche Constante 
ist, und a für j ede besondere Röhrenform besonders bestimmt 
werden muss. 

Die Natur des hier behandelten Problems wird noch klarer, 
wenn man auf den Grenzfall übergeht, wo lc = 0 wird. Dann 
werden die beiden Functionen lj1 ' und 1F" von einander un
abhängig, und es entstehen aus unserem Problem folgende 
zwei Aufgaben: 

[39] 1) Es ist eine F nnction lfJ' zu suchen, welche in dem 
ganzen betrachteten Raume der Bedingung geniigt, dass 

\)' IJI' = 01 

welche flir grosse negative x übergeht in A.x + B, für grosse 
. . . .A. Q ~ 

posJtlvc m - - - und fiir di e längs der ganzen 1esten 
2u:(!) 

dlJ.f' 
Wand - - = 0 ist. Es ist dies mathematisch dieselbe Auf

ei n 
gabe, als hätten wir einen homogenen elektri schen Leiter von 
der Gestalt unseres Luftraumes, welchen ein elektrischer 
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Strom von bestimmter Intensität (A Q, wenn das Leitungs
vermögen des Stoffes gleich 1 ist) durchfli esst, der aus dem 
cylindrischen Theile in den unendlichen Raum übergeht. 2!1) Wir 
nennen bekanntlich den Leitungswiderstand zweier Leiter 
gleich, wenn bei gleicher Intensität des Stromes ihre ]~nd
flächen Flächen constanten Potentials sind und dieselbe Diffe
renz des Potentials zeigen. Nun ist in irgend einem Quer
schnitte des cylindrischen '!'heiles die Potentialfunction Ax + B, 
für unendliche .Entfernung im freien Raume Null. Denken wir 
uns dagegen den cylindrischen Leiter cylindrisch fortgesetzt 
und überall die Potentialfunction gleich .Ax + lJ, so wird 

sie Null, wenn x = - ~ = a . .Es ist also - (x- a) die 

Länge eines cylindrischen Leiters von demselben Material, 
welcher denselben elektrischen WidCJ;stand bietet wie der Leiter 
von Gestalt unseres Luftraumes, gerechnet von einem Quer
schnitt des cylindrischen '!'heiles in der .Eu.tfernung - x von 
der Mündung bis in unendliche .Entfernung im freien Raume. 
Nach der in der .Elektricitätslehre g·ebräuchlichen Terminologie 
würde also - (x- a) die reducirte Länge jenes Leiters 
o-enannt werden können, und wir wollen dieselbe Benenmmg 
~uch hier brauchen. Die Constante B oder cc verschwindet 
also nicht mit lc zugleich, obgleich andererseits einzusehen 
ist, dass sie meistens nicht gross sein kann, da der Wider
stand unendlich ausgedehnter Leiter, wie der der .Erde immer 
sehr klein ist verglichen mit dem Widerstande cylindrischer 
Leiter von demselben Material, aus denen die Elektricität in 
den unendlichen Leiter ausströmt, und es folgt auch weiter 
aus den bekannten Theoremen über .Elektricitätsleitung , dass 
t~ desto grösser werden muss; j e enger die Mündung der Röhre 
gemacht wird, was sich auch in den akustischen Versuchen 
durch die Veränderung des 'l'ons der Röhren zeigt, dessen 
Abhängigkeit vom Werthe von a wir unten feststell en werden. 

Wenn die Oeffnung sehr klein und kreisförmig ist, während 
die den Cylinder schliessende Wand in ihrer Nähe nahehin 
eben ist, lässt sich annehmen, [40] dass der Widerstand haupt
sächlich nur von den dicht bei der Oeffnung gelegenen '!'heilen 
herrührt, wo die Bahn der Strömung am engsten ist. Der 
Widerstand einer kreisförmigen Oeffnung vom lladius R. in 
einer isolirenden .Ebene, welche zwei unendlich ausgedehnte 
Leiter von einander trennt, ist aber, ansgedrückt d11rcl1 d~e 
Länge l eines Cylinders vom Querschnitt Q 2Ua): 
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( 12i) l - Q 
- 2 .U ' 

und di es wiirde in diesem Falle anch der Werth von - ~ sein. 

2) E ist eine Fnu ction )~ 1P" zu suchen, welche itu 

ganzen betr:tehteten Hatune der Bedingung genügt, dass 
V lJ.'" = 0, welche für grosse Entfernungen von der Mündung 
sowohl auf Seite der negativen wie der positiven x wird 30): 

-~-- 1J1" =- AQ _ 
le · 271: 

dlf..J 
nnd längs der o·anzen festen Wand des Luftraumes -

1
- = 0. 

~ Gn 

Offenbar ist unter diesen Umständen 1P" im ganzen Raume 
constant. Hierbei wird dann ersichtlich, dass in der Oeffnung 

. rcl'P" moht bloss , wi e_~ir schon gesehen, die Grösse. T dcu, 
lP" X 

soudem auch '-. - selbst mit lc zugleich verschwind et. 
d.?; 

§ 7. 

]i'orm (lcr W elleu in (lcr Röhre. 

Die bisher gewonnenen Sätze lassen nun eine Reihe all
gemeiner Folgerungen [',iehen nicht bloss über die Lage der 
Schwingungs-Minima und -:Maxima (Knoten und Bäuche der 
Schwingungen) und die davon abhängende Höhe der natür
lichen Töne der Röhre, die wir als 'l'öne s t ärkster Heso 
n an z charakterisiren können, welche Aufgaben schon die 
bisherigen Theorien mehr oder weniger genügend behandelt 
haben, sondern sie geben uns für eine Reihe besonderer 
Erregnngaweisen der 'l'öne auch bestimmte Auskunft über die 
Stärke und Phasen der in der Röhre enegten Schwingungen. 

Die Geschwindigkeit der Ltifttheilchen ist, aus (12 g)3 ' ) 
berechnet: 

cllP A Ale~ Q . . . 
(13) -1- = - ,- cosle(:v - a)cos(2rcnt)+--smk xsm(2n:n t) 

G X COS tm 2 7C 

oder 
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( 1. 3") 
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-l - = J cos (i1cnt + r), 
! X 

J 

dlf' . 

wenn 

Vcos''k (x-u) lc 4 Q~., 

I 
J = .A + -- sm·/,; :v 

cos2 /e a 'l n ·l 

/,;~ Q sin/.;x cos h 1 
tang ·r = - - . 

2 n cos /,; (.x- u) 

Die W erthe von x, für welche J 2 ein Maximum oder Minimum 
wird, werden gefunden durch di e Gleichnng32) : 

· '> 7· (· ) k' Q~sin/cucos3 /,;u 
tan g - '" :~. - u = - - ---.-:..,..",--------, 

2 1c" ( 1 - lc
1 

Qo" cos 2/w. cos~ k u) 
4 ·n:· 

W enn x 0 ein W erth ist, der , für x gesetzt, ili ese Gleichuug 
erfüllt, so wird sie auch erfüllt durch · 

}, (l 'l t: 
.X = X 0 + (l -- = X 0 + --

<1 2 /c ' 

worin a eine beliebige negative oder positive Zahl bezeichnet. 
Di e Maxima und Minim a d er Sc h win g un g li ege n a l so 
in d e r l{öbr e nm Viert e lw e ll enl ä n ge n v on e inander 
e ntfe rnt. Sie li egen aber nicht nothwendig um ein genaues 
Vielfaches einer Viertelwellenlänge von der Oeffnun g der Röhre 
entfernt. W enn, wie wir im Folgenden immer annehmen 
woll en, k 2 Q eine unendlich kleine Grös~e ist , so wird mit 
Vernachlässigun g der kleinen Grössen zweiter Ordnung die 
Gleichung (1 3b): 

tan g 2 /,;(x- a) = 0 . 

Dann wird J · ein Maximum J; , wenn 

J.;(x- cc) = G11: , al so cos k(x - - a ) = + l , 

p - --~,t~ 
' - cos'l /,; a ' 

unil. J 2 wird ein Minimum J~, wenn 

k (.x - u) = (n + ~-) n ·, also cos lc :x - a) = 0 , 

J~ = A 2 1"
1 

Q
2 

cos~ k a 
" Ll rc'!. ~ · 

Os tw a1d's Kl ass ike r. tiÜ. 4 
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Denken wir uns die ebenen Wellen bis zur Mündung der 
IWbro fortgcseb-:1:, so wiirde in der kleinen Entfernung a vor 
der Oefl'nung ein Maximum der Schwingung· li egen. Denken 
wir uns di e Entfernungen der Querschnitte der lWhre VOJl 

tliesem um die Länge a vor der Oell'mmg3:1) in der .Axe der 
lWhre gelegenen P unkte [42] gez.ählt und nenn.en diese 
Entl'cmnugen die r e ducil't en Längen des betreH'enden 
.!Whrenstücks, so erhalten wir Maxima der Sc hwin g ung 
überall, wo die r e ducirt e Län ge g· l e ich e in em ge ra den 
Vie lfa clte n der Vierte lw e !l e nl änge, und Minima d e r 
Sc hwin g un g (Knotenflächen), wo die redueirt e LiLn ge 
d e r Rö hr e einem un ge raden Vie lfac h en der Vierte l
we ll enlänge g le ich ist. In den Knotenflächen herrscht 
aber nicht absolute Ruhe, sondern di e Bewegung wird nur 
sehr klein . 

.Am Orte der Maxima der Schwingung wird tang ·t· gleich 
einer unendlich kleinen Grösse, ~tl so •r, = o u:, am Orte der 
Minima wird tang·r = oo, a lso ·t·= (o+}) 7t: 1 folglich sind 
di .e Phasen der Beweg un g· am Orte der Ma x ima und 
MIUima um eine Viertel s chwingungs dauer ve r sc hie
den. 

Nach Gleichung ( 1 r) ist die Verdichtung· der Luft, wo 
keine äusseren Kräfte wirken : 

1 d~F 
l) = - -- --· 

a~ dt ' 
also in unserem li'alle: 

( ) ~ A AJ.;~Q 1. ( 
14 l)= - - --- sink(x-a)sin (2n:nt)+ -.-. - cos .;xcos 21cnt) 

acoska ' 2na 

oder 

(14") 

t) = L sin (2 u;n t + ·t, ) , 
wenn 

L _ A y siu'lc (x- u) k 1Q2 cos2 h;.x - ·+ " ) a cos ·~ !c u 4 1c-

t 
/c2 Q ~OS k .X COS k U . 

ang rt, = . 
211: sin /r; (x - u) 

Die Bedingungsgleichung, welche die W erthe von x giebt, 
für welche L' ein Maximum oder Minimum wird, ist dieselbe 
wie (13b), welche oben für die Grenzwertbc von Jt aufgestellt 
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ist, aber wo let~teres ein :Maximum ist, wird L~ ein Minimum, 
und umgekehrt a·l). Wo L~ ein Maximum, wird tau g 't:1 = 0 (oder 
vielmehr gleich einer verschwindend k leinen Grösse), also : 

. .A . d 1F A /.;~ Qcos /.;u . ( 
1) = + /, sm (2u:nt) , -- = + - .-. -. ---sm "2 1rnt), 

aco~ .;LI (tx l n 

. wo L~ ein Minimum ist, wird tang ·r, = CXJ, 

.Ak'lQcos /.;u d 1P A () = + cos(2 1,;ut), -
1
- = .. 1- - 7- cos ("211:nt) . 

2 1L"ct G. X CO;> t;;u 

An diesen Stellen also fällt das Maximum der VerJ.iehtung 
mit dem Maximum der Geschwindigkeit in der Zeit zusammen, 
nicht aber au den ~wischenliegenden [43] Stellen. Denn wo 
weder sin /;; (x - cc) noch cos /.; (x - u) der Null nahe sind, 
sind sowohl tang ·t· als tang ·r, sehr kleine Grössen, und es 
wi rd a lso nah ehin 

f) = L siu (2 mt t) , 
d 1P . 
I 

· = J cos (2 u: n t) , 
( ;~; 

so dass l1ier die Maxima des Druckes und der Geschwindigkeit 
nahehin um ein Viertel-Undulationszeit ~tuseinanderfallen. 

Denkt mau sich die ebenen Wellen bis zur Oefl'uung der 
Hö hre, wo x = 0, fortgeset~t , so wird dort taug w = 0, da-
gegen 

l;; 'lQ 
tang ·t:, = - ~ cotang /;;a . 

~n 

N un ist im Allgemeinen tang lc u eine kleine Grössc erster 
Ordnung, k~ Q eine solche zweiter Ordnung, also tang ·t·, sehr 
klein und w, nahe an Null. Aber es kann auch für besondere 
Röhrenformen a = 0 werden, dann würde w, = ·} n:. Im 
ersteren }<-,alle würden in der Oeffnung die Maxima der Ge
schwindigkeit und der Verdichtung um eine Viertelundulation 
der Zeit nach aus einander liegen, im zweiten Falle zusammen
fallen . Po·isson's Vorausse tzung, dass die Verdichtung in der 
Oeffnung gleich J.er Geschwindigkeit, multiplicirt mit einer 
sehr kleinen Constanten, sei, ist also nur in oinem besonderen 
Falle richtig, den er allerdings als den allgemeinen betrachtete. 
Auch in diesem Falle ist sie übrigens nur richtig, wenn man 
sich erlaubt , die ebenen Weilen bis ~ur Mündung der liöhre 
for tgeset~t zu denken, aber nicht, wenn man die wirklich in 
der Oeffnung stattfindenden mittleren Werthe der Geschwin
digkeit und Verdichtung nimmt. 

4* 
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Was die Lage der ei nzelnen Wellenphasen in einem ge
gebenen Augenblicke betrifl't, so find en wir die Lage der 
Geschwinliigkeitsma:xirna in der Region der ebenen Wellen, 
. . d ~ y:; 
Indem wn· -- = o se tzen , ol1er auch 1F = 0, l1a hi er 

dx'' 
d~ 1[.J 
-t-: + ~~~ 1{J = 0 A lso: ( .?:' . • 

0 = ~~ cos (2 n:u t) sin k x + [B cos (2 'lt:n t) -1- 58 sin (2u:n t) ]cos k :~: ; 
darans folgt als Bed.ingung (s. ( J. 2f) und ( 1 2~) ) 

~..~ Q 
( l4b) tang/.: x = tang/w + -'- taug(2u:nt) . 

2 7C 

Wenn t = 0, wird 

tang /i;.'C = tang /.; a , 

die Maxima der Geschwindig kei t liegen dann, wo - (:c- a) = o)., 
die Minima, [44] wo - (x- a) = (o + })J-.:15) Wenn nun t 
wächst, so bleibt, weil k 2 Q eine verschwindend kleine Grösse 
is t, doch immer noch tang lc x unmerklich wenig verschieden 
von tang leGt, also dio Lage der Maxima und Minima unver
ändert, so lange tang (2 u: n t) endliche W erthe hat. Wenn 
aber t sich dem Werthe einer Viertelschwingungsdauer nähert, 
wird auch tang ~c .'C gleichzeitig mit tang (2 1c n t) erst + oo, 
~ann - oo, dann aber, so wie tang (2 1C nt) endliche negative 
W erthe erreicht hat, wird tang lc x wieder gleich tang lc u, und 
so bleibt es wieder während beinahe einer halben Schwingungs
dauer stationär, so lange tang (2 n: n t ) endlich bleibt. So oft 
nun tang lc x vom Werthe tang lo; a auf + oo wächst, dann 
von - oo durch die negativen W erthe bis 0 und wieder auf 
t.ang lc a üb ergeht, muss /.;.'C um 1C wachsen und .'lJ selbst 
um .p,. So wird also ein Maximum, welches znr Zeit t = 0 
da liegt, wo di e r educirte Länge o A. beträgt, um die Zeit 

1 
t = 47~ schnell übergehen auf die reducirte Länge (u - 1) )., 

hier beinahe stil1steben bis t = .2_ dann schnell fortschreiten 
auf (n- t ) 1 u. s. w. 4n' 

Im freien Raume dagegen bewegen sich die Maxima 
der Geschwindigkeit mit der gleichmässigen Ji'ortpflanzungs
geschwindigkeit a vorwärts . In den entfernteren '!'heilen des 
freien Raumes liegen sie zur Zeit t = 0, wo ~ = ('6 + tl ).. 
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Der Abstand zweier :1\Iaxima der Geschwindigkeit, von denen 
eines im fr eien Raume in der .x-Axe, das andere in der Röhre 
g·elegen ist, zur Zeit t = 0 ist (a + fl + -}) A, - a . Da bis 

l 
zur Zeit t = 

1
-- das Maximum in der Röhre fast ganz s till 

l . Jt 

steht, das im freien Raume 11m -} }, fortschreitet, so wächst di e 
gntfernnng beider Maxinut bis auf nahehin (a + fl + ~-)J. - u, 
geht dann zi emlich schn ell zurück auf (a + fl) }, - a, um 
während der nächsten halben Schwing·ungsdauer wieder anf 
(a + fl + 1"l }, - a zu steigen, und bewegt sich so immer 
zwischen den genannten Grenzen. 

Mit der Verdichtung verhält es sich älmlich :1o"). Ihre Maxi
malwerthe werden gflgeben durch die Gleichung: 

lc~ Q 
(14") cotaug kx =- tang lca + -,-· cotg(~11: nt). 

2n 

l . ( ) Znr Zeit t = - - 1st cotg 2 TC n t = 0, und die Maxima der 
4n 

Verdichtung liegen, wo die r educirte Länge der lWhre (a-t) A, 
beträgt. Diese Lage behalten sie auch un veränd ert bis nahe-

bin t = ~, wo cotg (2 u: n t) unendlich gross wird. Dann 
4n 

rücken sie schnell vorwärts bis (o - -}) A.. In den entfemteren 

[45] '!'heilen des freien Raumes liegen sie, wenn t = ~ ' du, 
· 4n 
wo !: = (6 + }) A.. Ihr Abstand von denen iu der llöhre 
beträgt also dann (a + 6 + -).-) A. - IX, wächst al lmählich anf 
(0 + U + ~-) lv - IX, sinkt Schnell auf (a + 0) A - IX, wächst 
d~nn wieder allmählich u. s. w. Sowohl die Maxima des 
Druckes wie der Geschwindigkeit haben ihren grössten Werth 
in der Röhre, wenn sie stillstehen, ihren kl einsten, wenn sie 
vorwärts eilen. Uebrigens eil en di e Maxima der Geschwindigkeit 
vorwärts zu den Zeiten und an den Orten, wo di e des Druckes 
sti llstehen, und umgekehrt. 

Stärke der llesonanz in d e r Röhre. Denkt man sich 
die Röhre nur bis :E = - l reichend und ihr l<}nde im Be
reiche der ebenen Wellen gelegen, so kann di e Erschütterung 
der Luft in der Röhre entweder an diesem Ende mitgetheilt 
werden oder von der vorderen Oeffnun g der Röhl'e her, indem 
ein Scllallwellenzug gegen di e Mündung der Röhre schlägt. 
Was zunächst den ersten F'all betrifft, so kann nach l<'es t
stellung der Form der ebenen Weilen leicht der Fall 
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behandelt werden, wo die Röhre durch irgend eine P latte von 
beliebig·er Masse geschlossen ist, welche durch irgend eine 
elastiscl10 Kraft (z. B. einer übor di e Mündung der Röhre 
ausgespa.nn tcn Membran) in ihrer Luge gelw.lten nnd durch 
eine beliebige periodisch wirkende K raft in .Erschütterung 
versetzt wird. Es Hisst sich uann für jede IWhrenform und 
Tonhöhe, flir welche der W erth der Constanten a bekannt 
ist, sowohl die Form der ebenen Wellen als der Kugelwellen 
in den entfernteren '!'heil en des freien Haumes vollständig 
angeben. IIicr genüge es , nur kurz den Fall zu erwähnen, 
wo eine Bewegung von bestimmter Geschwindigkeit mitgetheilt 
wird, der also prakti sch etwa dem l•'alle entspricht, wo eine 
Stimmg·abel di e Schlussplatte der Röhre erschütterL 

Die Geschwindigkeit der der Schlussplatte mitgetheilten 
Bewegung sei 

0 ees(2 1rnt + ·t·"), 

wo wir unter ·t:" eine willkürliche Coustante verstehen, mitteist 
deren wir den Anfang von t passend bestimmen. Dann muss 
sein fiir x = -- l : 

dl(f 
dx = J cos (2u:Jtt + 1:) = U cos (2u:nt + '1,"), 

also 

( L5) 

( 15") 

(;~- J Ayces"/.;(l+a) 1 k 4 Q~ ·~'· l 
:.1 - = -- ----· i - Sll1 , . ' ' 

cos~ /s; a 4 n: 

. /.;~ Q sin kl cos lca 
tan g ·r" = tang 1: = . . !.· (l L ) · 2n cos ,, _,., a 

[46] Das Geschwindigkeitspotential in den ferneren '!'heilen d.es 
freien Raumes ist 

wo 

l[f = Jl1' cos (kQ - 2 Jt.'lt t)) 

!! 

M=-~~9. 
'lu: 

Es lässt sich also .A und Jll ans G und l bestimmen. A, das 
Schwingungsmaximum in der B.öhrc, und ebenso 111, die In
tensität der Kugelwollen im freien Raume, wird bei constantcm 
G, also bei constanter Beweg·ung der Schlussplatte der Röhre, 
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am grössten, wenn der J.i'actor von A in ( t 5) am kleinsten 
ist, d. l1. wenn 

cos lc ( l + a) = 0 , lc (l + a) = (a + 1) 'lC. 

Dann ist :lll) 
'2 n: ' }._2 

A= ·------- G = _- ------- G 
!.:~ Qcos k u '2n·Q coskcc' 

.,_. = (- 1)0 -~ 'l ( . 

Die s tärk s t e Resonanz d e r ltöhr e und d e r s ti.irk s t c 
Sch~d l im freien U a um e find et n l s o st:t tt , wenn di e 
Bewegung d e r L u ft am O rt e e in e r Knotenfläch e mit 
ge theilt wird . Die Stä rk e d e r Sc hallwollen wird 
dabei se hr g ros s , aber k e in eswegs unendlich. Denn 
damit der im Nenner der Werthe von A und M.- stehend e 
cos lca Null werde, müsste die F läche der Oeffnung gleich 
Null werden. Dabei zeigt sich zugleich, dass die Resonanz 
sowohl in der Röhre als auch im fr eien Raume desto mäch
tiger wird, j e enger die Oelfnung der Rühre ist. W enn, wie 
gewöhnlich, lc u kl ein ist, kann cos /.;a = t gesetzt werden. 
Dann i st di e Wirkun g im freien Raume unabhängi g 
von d e r l<"orm der Röhre. D i e Vibrat ion en der 
Sc hwin g un gs maxima in der Röhre und der um ganze 
W e ll en län gen von d e r Oeffnung entfernten Well e n 
im fr e ie n Jtanme u nterscheiden sich dab e i von denen 
der mitgetheilt e n Bewegung um e in e V i erte l-Undu 
lation. 

Das Minimum der Jtesonanz tritt ein, wenn der Factor 
von A im Werthe von G in (t5) sein Maximum erreicht, 
d. h. wenn 

cos k (l + a) = + t , !.: (l+ a) = nu: ; 

dann wird mit W eglassung kleiner Grössen 

.1[ QG coska 
G' cos k u = A , w = rt 7l: , 1 · = - . 

2n: 

[ 47] Die Wirkung im fr eien Raume ist also, je nach dem 
Werthe von u, gleich oc1er kleiner, als wenn gar keine Röhre 
vorhanden wäre, und di e erschütterte Schlussplatte der Röhre 
einen Theil der übrigens festen y z - Ebene bildete. 
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Die grosse Verschiedenheit der Schallstärke in der Luft 
bei gleicher Excursionsweite der scb wingenden End platte der 
Höhre, von der die Wellen erregt werden , kann übenaschen . 
Sie beruht darauf, dass, wenn auch die Excursion der 
Schwingungen dieselbe bleibt , doch die Arbeit, die die 
schwin gende P latte durch di e Bewegun g· der Luft leistet, 
ein e ansserord entlich verschiedene ist, j e nachdem sie gegen 
verdichtete oder nicht verdichtete Luft· sich vorwärts bewegen 
muss. Boi stärkster lleson::mz findet am Ende der IWhre auch 
der stärkste Wechsel von Verdichtung und Verdünnung statt. 

Gehen wir j etzt. über zu dem anderen Palle, wo der 
Schall im fr eien Raume in grösserer Entfemung von der 
Oeffnung der Röhre erregt wird, letztere aber an der Stelle 
x = - l fest geschlossen ist. Da die in dem tönenden 
Punkte, dessen Coordinaten a, (1, y seien, erregten Wollen 
vou der festen y z - Ebene refl ectirt werden, müssen wir uns 
die Bewegun g im freien Raume zusammengesetzt denken aus 
den W ellen , welche der tönende Punkt erregt, und denen , 
welche sein Spiegelbild, dessen Coordinaten - a, (1, y sind , 
en egen würde . Setzen wir das Geschwindigkeitspotential f]) 

dieser Bewegung auf Seite der positiven x im freien Raume 

(lG) (/) = H.[cos(h:r, - 2mzt+ c) + cos(kr" - 211: n t + c)J' 
?', ?'" 

wo ?', die Entfemung vom Punkte a, (1 , y und ?'" die von 
seinem Spiegelbilde - u, (1, y bedeutet, so ist an der ganzen 
y z- Ebenc IU) 

d m 
-J;; = o. 

Ist der tönende Punkt weit von der Oetfnung der Röhre ent
fernt und di ese klei n gegen die W ellenlänge , so können wir 
die kleinen Verschiedenheiten des Werthes von m in ver
schiedenen Punkten der Oetfnung vernachlässigen und hi er 
setzen: 

(]J = G cos (2 n:n t + 'L·") , 
wo 

tang 'L'11 = - tang (le?·, + c) . 
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[ 48) Innerhalb der Röhre setzen wir dann: 

(16") (]) = G cos lc.x cos(271: nt + 1:11 ). 

Dann ist (]) an der Oeffnung continuirlich und dd(]) innen und 
·.x 

aussen eben da gleich Null. Innerhalb der Röhre können 

· · A J d (]) t . d ' ,. wir bei dwser · nna 1me - l - = 0 so zen, 111 · em wn· c.1e ver-
cn 

schwindend klein'Em Werthe, welche es am nicht cylindri schcn 
Theile der Röhre annimmt , vernachlässigen. Nur am ver

df]J 
schlossenen Ende ist l · im Allgemeinen nicht gleich Null. 

r..x 
Hier müssen wir setzen: 

d(}) d 'P 
- .- + - = 0 
d.x d .x 

und das Geschwindigkeitspotential im ganzen Raume gleich 
(]) + 1Jf, wo 1Jf das von uns früher bestimmte Bewegungs
potential der ebenen Wellen in der Röhre, die in den freien 
Raum übergehen, ist 37). Dadurch ist allen Bedingungen der 
Aufgabe genügt. Wir haben also für x = - l: 

{lßb) - lc G siu kl cos(27t:nt + ·t:.,) = J cos (2n:nt + -r) , 

a lso 

(16c) ~ 7 G . ~-,l, = Jw + 
7

Ac 'ycos1 !c(l + a ) lc•Q~ . "!.l 
IC Sll1 1C = = • +--Sm· ,; , 

cos·lca <l n/· 

Das Minimum von A bei gleichen Wertheu von G tritt offen
bar ein, wenn sin lc l = 0; dann wird A .= 0 , und die Be
wegung im freien Raume so, als wäre die Miludung der Röhre 
gar nicht in der y z -Ebene vorhanden. Das Maximum aber 
tritt ein, wenn cos k (l + a) = 0; dann wird: 

2 71: 
A = G · lc.Q. ' 

und wieder wird beim Maximum der Resonanz der Phasen
unterschied von einer Viertel-Undulation zwischen den erregen
den Weilen und den erregten eintreten 'l 7"). Das Maximum der 
Resonanz in der an einem Ende geschlossenen Röhre tritt 
also in beiden Fällen, sowohl wenn der Schall vom ge
schlossenen, als wenn er vom offenen Ende her der Luft der 



IT. Helmholtz. 

Röhre mi1 gcthcilt wird , ein, wenn di e r eth10irte Länge der 
Röhre ein nngcrades Vielfaches dor Viertelwellenli.inge ist. Aus 
dem ltec iprocitätsgesetz des Schalles , welches in {9") ausge
sprochen ist, läss t sich nnn dasselbe Gesetz auch für j ede 
andere Lage des tönenden P unktes ableiten. Es passt auf 
unseren l<'a ll direct die F orm, welche wir dem Gesetz in (9") 
gegeben haben. Die dortige Constante A, [49] welche der 
Intensität des tön enden P unktes b entspricht, indem dort (/) 
unendlich wird , wie · 

cos !.:r1, ( ) 
rD = A - -· cos 2 1t: "' t , 

ru 
d 'F . . 

wollen wir gleich 1 setzen. Der Werth von - -·-· 1st lU {9c) 
dn 

an der erschütterten Stelle da der Wand gleichgese tzt worden : 

cl 1Jf,. B (' ) - l - = cos 2-n:nt . 
c.n 

A G l d 1 . d 1Jf" d 1Jflt d . l 1: . m rnnc e er Rö 1rc 1st -- = -- , nn m c em l all e 
dn d .x ' 

wo der Boden der Röhre er schüttert wird, von uns in den 
Gleichungen {1 5) und ( l 5") gesetzt worden: 

d1Jf" ' . -
1
- = G oos(2u:nt -+ ~-,,); 

CX 

wir haben also die Constante B der Gleichung {9°) mit G zn 
vertauschen nnd im Ausdrucke für 1Ji statt 2n:n t zn schreiben 
21rnt- ~-11 • Aussenlern ist in dem Falle unserer Anwendung 
nicht bloss ein einziges Flächenelement da erschüttert worden, 
sondern der ganze Boden der Röhre ; wir müssen also über 
di esen integriren, und erhalten so: 

{17) 4u;'[fb =- afmadw' 
wo die Integration über den Boden der Röhre auszudehn en 
ist. I st nun der tönende Punkt vom Bod en der Röhre nur 
weit genug entfernt, dass hi er ebene stehende Wellen ent
stehen können, also (JJ hier von der l!"orm ist: 

rD = f oos lc(l + .x) cos (2 1c n t + c), 

so wird aus (17) 38) : 
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1 1t: 1Jf0 = - f G Q. cos (27t:n t + c) , 

-1n ['P ( cos (2 n · n t - 't:") + grz sin (2 1c n t - ,".") ] 
= - fG Q cos (211:nt + c), 

~ ·t •I 'iC . u COS 'l"" - . u Slfl ·r," = -. · u •-<- COS U, l (
1J"f ' . lJ"I " . ) j "' ' ( l 

( Ii ' ) 4 n ('FZ sin ·t:" + 1F/, cos 1:") = fG Q. sin c, 

4 7t: V( 1Jf[l +- ( 1PZ) ~ = f GQ . 

Nun ist der W erth der F nnetionen lJ5
' und 1Jf" fü r j eden 

l'unkt b proportional der in den Gleichungen ( 1 0) bis {l G) 
vorkommenden Coll stanten A , deren Verhältniss zu G für 
eine bestimmte Röhrenlänge gegeben ist in Gleichung ( 15). 
Also ist bei wechselnder Höhrenlilnge auch f proportional 

dem Verhältniss t · [50] Dies
1 

Verhä ltniss wird, wie aus ( 15) 

h er vorgeht, ein Maximum, wenn 

l + u = (2 (l + l ) p,. 
Daraus folgt al so, dass auch be i e in e r b e li e bi ge n 

Lage d es t ö n end en P unk tes di e ebe n e n W e ll e n im 
lnn ern d er Röhr e , wenn dergleichen überhaupt entstehen, 
das Max imum ihre r Int e n sit ä t e rr e i c h e n, w enn di e 
r e ducirt e L ä n g e d e r Rö hr e e in un ge r ad es Vi e lfac h es 
de r Vi e rt e I we ll e nl ä n ge i s t. 

Die ebenen Wellen im Innem einer an beiden Seiten 
offenen Röhre lassen sich mitteist der aufgestellten Probleme 
behandeln, wenn die Mündungen der Höhre nach der von uns 
gemachten Annahme in zwei parallelen festen Eb enen liegen, 
di e den Luftraum in zwei Theil e trennen, und der Schall auf 
der einen Seite von einem weit entfernten tönenden P unkte 
ausgeht. Auf der einen Seite dieser Wand 38") setzt man das 
Geseh windigkeitspotential gleich der in den Gleichungen ( l 0) 
bis ( 12) gebrauchten F unction lf5, auf dor anderen Seite g·leich 
der in den Gleichungen ( 16 ) bis ( 16c) vorkommenden F orm 
m + lJ.f, welche der Resonanz einer Röhre entspricht , in 
welche der Schall von der offenen Mündung· eintritt. Man 
hat dann nur die Coefficienten der ebenen Wellen in der 
Röhre in diesen beid en Ausdrücken des Geschwindigk eits
potentials so zu bestimmen, dass hi er beide F un ctionen iden
ti sch werden. D~t das weiter keine Schwierigkeiten macht, 
möge das Gesagte genügen. Die Besonan;r, in der Röhre wird 
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am stärksten, wenn die r cducirte Länge der Röhre, an welcher 
man die Correctioncn für beide Miindungen anzubringen ha t, 
ein Vielfaches der halben Well enl änge ist. 

§ 8. 

Rc!lncirte Liiugfl verschic!lcner IWhrcnforuwu. 
Wir woll en schliessli ch noch ein e Heihe von Röhrenfonneu 

aufsuchen, fitr welche mit den bis j etzt bereiten Hülfsmitteln 
der Analysis sich di e Luftbewegung in der Mündung und die 
red ncirte Länge vollständig wenigstens für Schallwellen von 
so grosser Wellenlänge bestimmen lässt, dass gegen diese di e 
Dimensionen der Röhrenöffnung, ihres Querschnitts und des 
von der Cylindergestalt abweichenden Tlwilcs der Miindung 
verschwinden. Die Wand der Röhre sei übrigens eine Hota
tionsflächc, welche in kleiner Entfernung von der kreisförmigen 
Mündung, deren Hadius R sei, üb ergeht in einen Cylinder 
von kreisförmige m Querschnitt, dessen Radins wir R 1 nennen 
wollen. Wir setzen fern er voraus, dass auch die Bewegung 
der Luft überall symmetrisch um die Axe der Röhre vor sich 
gehe. Wir können nun im [51] Allgemeinen nicht so zu 
Werke gehen, dass wir eine bestimmte I\öhrenform annehmen 
und dazu die Potentiale der Bewegung suchen, sondern wir 
müssen umgekehrt von der Potentialfunction ausgehen und 
die dazu gehörige Höhrenform bestimmen, was sich in j edem 
Falle ausführen lässt. Nur müssen wir eben solche F'ormen 
der Potentialfunction suchen, welche Höhren geben, die in 
kleiner Entfernung von der Mündung in Cylinder iibergehen. 

Dem Bewegungspotentiale der L uft haben wir die Form 
gegeben: 

1Jf = 1J1 ' cos (2 11: n t) + 1Jf" sin (2 n· n t) . 

Für die ti eferen 'l'heile der 1\öhre h:tben wir in ( 12g) ge
funden: 

. AlcQ 
•Jf" = - -- cos Iex . 

2n: 

I t. . R . I . . d IJf" 0 t 39) I h ru rmcn aume 1st a Jer, wenn wn· - - = se zen , we c es, 
dx 

wie wir oben schon gefunden haben, mit 1c verschwindet, 
nach (lltl) : _ 

tr.r" _ 1 Jd IJ1
' sin lc1·, l 

1· -- - -- --- ~w, 
'2n: cl.?.: 1·, 
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welches innerhalb der Münuung, wo wir lc ?'1 verschwinden 
lassen dürfen, wird: 

( l2J ) !{Y" = - !:_ j'cll~.' ' dw =- ~lc Q. 
2 n· cl .x 2 11: 

Sowohl ( 121') wie ( 121) giebt innerhalb der Miimlnng den 
II d ![Jii 

O'leichen Werth von 1J1 und ucu Wcrth Null für - t-.- · Sie 
o ( X 

gehen al so an der Mündung der Röllre continuirlich in ein
ander über. Län gs der feston Wände des Luftraumes goben 

beide ddP" = 0, nur an dem nicht cy lindri sch~n 'l'heile der 
n 

Röhi;enwand wird dieser Dilferentialquotient nicht genau Null, 
aber verschwindend klein. Es ist also 1J.I" unter dieser An
nahme eine continuirliche Fnnction, die den Bedingungen der 
Aufgabe Genüge leistet, nml ka!in unmittelbar berechnet 
werden, nachdem 'P ' gefunden ist. 

Die Function Lf5 ' hat im freien llaume di e Form: 

(1 8) 

l[J' ;· 1 cos k1' l = lt ---- c. UJ 
1' ) 

lt =- _1_ clt{ii. 
2 7c dx 

Im Innem der Röhre werden wir ihr eine andere analytische 
Form P, geben müssen, welche die Eigenschaft haben muss: 

1) Im lnnern der ]{iihre die Bedingung zH erfüllen: 

(18") \j 1f.I, -!-lc'! 1J.I; = O, 

[52] 2) für grosse negative W erthe von x folgend e Form 
anzunehmen: 

( 181
') qr = ~ sin l.: .x + B cos k .x , 

' '~ 
3) an der Fläche der Oeffnung den Bedingungen zu ge-

nügen: 

( 18") lJ( = lJ5 ' und 
' 

dlJf dlJI' 
--·• = -- =- 2u:lt. 
cl :v dx 

Dann wird die Form der Röhre gefunden durch die Bedingung, 
dass an der Wand 

lllJ.f . 
(1 8~) dn' = 0, 
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welche Form aber noch der Bedingung genügen muss , dass 
nur für solche Werthe vo n x, welche gegen die Wellenlänge J, 
verschwindend klein sind , die !<'Iüche eine merkliche Neigung 
gegen di e x - Axe l1aben darf, weil wir vorher aueh 

cl cos /,; x = 
0 

dn 

geseb1t haben längs der ganzen A usuehnung der Röhrenwaud, 
und weil nur unter dieser Bedingung di e Form der Höhreu
wand vou der Wellenlänge unabhängig gefund en wird. Indem 
wir se tzen : 

(! cos (<) = y) (! sin cu = z , 

und berücksichtigen, dass nach der Voraussebmng· 1P nur eine 
l•'nnction von (! und x, nicht von w se in soll, wird Glei
chung ( 18") : 

( 18") 

Wir setzen 40): 

( ) A 7 ,/--, . 
19 (j) = lc sin,,; :r:-f-Bcos!.:x-j- :5-'[E",c+ '" Y"'' -- ''[~",~) ], 

wo E", beliebige Constant.en, 0m~J folgende Function bedeutet: 

.. m~e~ mqnq rnGeG 
(19") u. - 1 - - + ' 11 s w 

• (11t~) - 2.2 2.2.4.4 2.2.4.4.6.() '' ') 

und unter dem Snmmcnzeicheu für m diejenigen Werthe zu 

. dUrw••J h J> D setzen smd, wclehe - ,--' = 0 mac en, wenn (! = t 1• anu 
( (! 

ist (j) eine l<'nnctiou, welche der Ditierentialgleichung (18") 
Genüge leistet und an der Wand einer cylindri schen Röhre 

drJJ 
vom Hadius R, auch der Bedingung genügt, dass ·dn = 0. 

In dem Exponenten von e muss der Wurzel immer das positive 
Vorzeichen gegeben werden, wenn di e IWhre unendlich lang 
ist, damit (J) für unendliche negative x endli ch bleibt. Ist 
die Röhre aber irgend wo abgeschlossen, so sind [53] auch 
negative Vorzeichen der W un~el zu nehmen, und die Coeffi
cient en derselben so zu bestimmen, dass die Grenzbedingungen 
an dem geschlossenen Ende erfüllt werdeu. Da übrigens der 
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. dU 
kleinste Werth von mR1 , der die Bedmgung -, - = 0 für 

~ (! 
(! = B 1 erfüllt, 3,83 17 1, uer zweite 7 ,o 17 5 1 ist, während die 
folgenden sich allmählich der Grösse (a + -}) 1t: nähern, so 
nehmen alle di ese Exponentialfunctioueu seJmeil ab, wenn man 
sich von dem Ende der Röhre entfernt, an welchem sie einen 
merkli chen Werth l1aben , und so oft uie Länge der Röhre 
beträchtlich gross gegen den Durchmesser ist, werden sie in 
uer Mitte oder am anderen Ende derselben zu vernachlässigen 
sein. Es wird also im Allgemeinen genügen , dass wir uns 
auf die Glieder beschränken, für welche die Wurzel im Ex
ponenten ein positives Vorzeichen hat 11). Da übrigens mR

1 

nach dem Gesagten eine endliche, lcR1 aber eine verschwin
dend kleine Zahl ist, so können wir in dem Exponenten lc~ 
gegen m 'l vernachlässigen und setzen 

Diese Function erfüll t also all erdings die Forderung der 
Gleiclmngon ( 18") und ( 18"), welche wir oben für die F unction 
P; aufgestellt haben, sie wird aber im Allgemeinen nicht der 
dritten Bedingung ( 18") entsprechen, dass, wenn wir setzen: 

dW cl'fJ' ' 
cl:r; . d.x ' 

auch sei: 
-D 111, _ l j'(l ifJ'' cos /.; r 
f = - --- ----- dcu 

'l 1r dx r ' 

oder, da innerhalb der Oeffnung /,;?· unendlich klein ist., kann 
man diese Bedingung auch darauf rednciren, dass sein mii sste: 

(fJ = _ .2_ j' d (j) dcu . 
2'll; d.x ?' 

Wäre diese letztere Bedingung durch besondere Annahmen 
über die Grösse der Coefficienten erfüllt , 30 würde die Gestalt 
der Röhre einfach cylindrisch sein. Ich habe aber keine 
Methode fiuden können, um die Coefficienten dieser Bedingung 
gernäss zu bestimmen und somit die Aufgabe für ganz cylin
drische Röhren streng zu lösen. Auch lässt sich einsehen, 
dass die Convergenz der Reihe ftir W in Gleichung (19) für 
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diesen Fall eine sehr langsame sein würd e, da die Gesch win

digkeit der Lufttheilchen c~1~ am Rande der Oeffnung, di e 
!1 •• Z 

durch eine scharfe rechtwinklige Kante begrenzt sein würde, 

un endlich [54] gross wie (U - (! )- :\- werden müsste , und 

uaher die l{eihe für d (/) für den Werth o = U uml .z = 0 
cl .z ' 

überhaupt nicht converg iren kann 1 ~ i · 
Wir fU gen deshalb zu (/J no ch eine andere l•'nnction 

hinzu, die in grösserer Entfernung von der Oeffnnng ver
schwindet , also auch nur in der Nähe der Oelfnun g Einfluss 
auf die Gestalt der Röhre ausübt, aber di e Contiunität an der 
Oe/l'nnng herstellt ·l:S). 

Bezeichnen wir der Einfachheit wegen di e Poteutial
fuuction einer a 1\f der Kreisfläche der Oetl'nung mit uer Di ch
tigkeit lt verbreite ten Masse mit P 11 , also 

(20) p - j'J. cos /;;?· t 
" - t - 1-. - · { w ' 

di eses Integral über die ganz e Fläche der Oeffnnng genommen. 
W enn die Distanz des Punktes, für welchen wir P!t. bestimmen, 
von der Oeffnung· klein ist, so ist cos lc 1' = 1 und 

Setzen wir ferner 

( ) PI' =J'lt d w. 20" 
1" 

(2 l) 

(2 1") 

ll. = i+l, 
. I cl i.JJ 
z =- -tu: d x ' 

und bestimmen wir l so, dass in der Fläche der OeJi'nung· 

was sieb immer ansführen lässt, weil die Vertheilung einer 
Masse auf einer Kreisscheibe, die an der Oberfl äche dieser 
Scheibe eine Potentialfunction von gegebener Grösse giebt, 
nach bekannten Methoden gefunden werden kann. Setzen 
wir ferner auf Seite der positiven x, wie Rchon oben geschehen: 

(2t C) lJ.I' =Pt. = P; + pl 

in der Röhre, also fur negative .z : 
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(21'1) 1J1.1 = (]) + P 1 - Pz, 

so genügen uio F unctionen 1F' und 1JI, allen fü r sie ge
stellten Bedingungen . Dass nämlich 1f5 ' im freien Haume und 
1F, im Innern der Röhre der Beclinguug genügen: 

(t 1l") v lf' + k' 1P = o, 
ist aus der Bildungsweise dieser l•'uuetionen klar. Dass <V, 
für grosse W erthe [55] von - ;~; übergeht in 

<J5., = ;~ sin !.; ,?; + B cos k x , 

erhellt daraus , Jass P; und P1 in einer gegen di e Oefl'uun g 
uer Röhre grossen Entfernung unendli ch klein werden, (/l aber 
wirklich in j ene Form übergeht. Da ferner in der Fläcbo 
der Oeffnnng 

wird 
(21°) 1J5 ' = <p, = P, + 11t . 

Da ferner an der Fläche der Oeffnun g 

dP, = - 2 11: i = ~ c((jj 
d n ~ d x 

und auf Seite der positiven x 

dP dP 
7fU = dx ' 

auf Seite der negativen aber 

d P dP 
cln = - d~?J ' 

so ist 

cPF' _ d 1P; _ dP; dPt . ·( . l) - - - - - - + -= -2n t --l-. 
dx d .x dn dn 

Somit sind die gestellten Bedingungen (1 8") , (l Sh) und (1 8c) 
erfüllt. 

Die Form der Höhrenwand wird endlich durch die Glei
chung gegeben: 

(l Sil) 

Ostw~ltl' s Kl11ssil:or . 80. 

d P; 
- = 0 . 
cln 

;) 
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Da wir die Bedingung gemacht haben, dass, wenn ?' eine 
innerhalb des nicht cylindrischen Theiles der Röhre liegende 
Entfernung ist, 1c~ T~ gegen I zu vem achlässigen sei, können 
wir, entspr echend der zur Gleichung (7'1) gemachten Bemerkung, 
in dieser Gleichung der Röhrenwand lc = 0 setzen , werden 
uann aber natürlich auch die Aufgabe nur für solche Werthe 
von lc als gelöst betrachten dürfen, für welche diese Bedin gun g 
erfüllt ist. Dann ist also für di esen Zweck in der Nähe der 
Höhrenmümlung zu setzen statt ( 1 01') : 

(22) (}) = Ax -1- B -1- .::;'{E,,.e""" U(m~J} , 

(20") R - j'ichu 
., - ? ' ) Pt=!~~~ 

1' ) 

. t uw 
~ =- 4n: dx' 

(2 Lil) lf.1, = (JJ + P, - Pt . 

[56] In der That sind dann auch alle diese F unctionen vou einer 
solchen F orm, uass sich ihr Werth in der Nähe der Mündung 
uicht än dert dadurch, dass man k = 0 setzt. Die Bedingung· 
( 18") ergiebt 11), dass die Röhrenwand eine zu allen Flächen, 
deren Gleichung 'F; = Const. ist, or thogonale Rotationsfl äche 
sein IUILSS, oder wenn wir die Gleichung der H.öhrenwand 
(un d ii berhunpt der Strömungscurven) ausdrücken durch 

(!X = Const. , 
so muss sein : 

(22") 
cPF, d((J x) cllf.1, d ((JX) _ ---- -- + - ---0 . 
d x d.'E d(! d (,J 

Zu bemerken ist noch, dass man, um die Form der 
li'unction (/) festzustellen di e Grösse des Radius des cylin
tlri schen 'l'heiles der Röhre R bestimmen muss, weil von 
dessen G(össe die in der Sum~e vorkommenden W erthe von 
m abhängen. Um P; und P 1 zu find en, muss wiederum die 
Grösse des Radius der Oeffnuu g R festgestellt sein, und 
schliesslich , wenn man die Höhrenform aus der Gleichung 
cPJI. 
l___: = 0 bestimmt , wird di e Stromescurve , welche von dem c n . 

Rande der Oeffnung ausgeht, nicht nothwendig in einen 
Cylinder vom Radius R

1 
übergehen. Um dies nun zu 
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bewirken, muss man eine der Constanten von W durch die oben 
gefundene Gleichung 

(L2h) AQ =- 21r:M 

bestimmen, worin in unserem Falle Q der Querschnitt der 
Röhre 

Q = 11: Ri, 
t 1·c~w· r 

NI = - •) . l . d ( U = ( i + l) d (f) • 
~n . < .x • · 

Daraus folgt: 

(22b) AR'i = - 2f(?: -1- l) dw. 

Wenn .R und R 1 gegeben sind, giebt diese Gleichung eine 
Bedingung, welche durch die Coefficienten des Ansdrucks filr 
(J) in (22) erfüllt werden muss, so dass einer von ihnen durch 
die anderen bestimmt werden kmm. 

§ !l . 

Einfacltstc Röhrcnformcu. 

Wir wollen endlich noch die Röhrenformen bereclmen, 
welc}1e den einfachsten Annahmen über die Fuuction (J) ent
sprechen. Setzen wir 

(2 3) ([) = 1- sin il;x + B cos lc.x, 

[57] so wird nach (2t "): 

( ) . - A f ·· l - ·I ' R2 23" ~- -- 1 tG Cu - - ·!j ..!.L . • 1 
1ln: 

und in der Ebene der Mündung nach (2 t b): 

(2ilb) P, = .~B, 

woraus nach bekannten Sätzen über Elektri.citätsvertheilnng 
auf einer leitenden Kreisscheibe folgt 45), dass 

BR f lclw = ~ · 
'll; 

Somit folgt aus Gleichung (22b): 
') 

(23a) AR':= .. ~AR2 - _.:::.._ BR . 
. , " 7C 

, 
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Den Un terschied a der wahren und reducirten Röhrenlänge 
haben wir oben ( 12") definirt durch die Gleichung: 

kB 
(12r) - -- = tang lca . 

..11. 

Da 1c a eine sehr kleine Grösse ist 4ü) 1 so oft das Verhältniss 
B., : R endlich ist, können wir in diesem Falle anni.ihemtl 
setzen: 

a = - n = 7t: R.~ - !!_ R ' 
A 2 B 4 

wodurch für die hier in Betracht kommenden Röhrenformen 
der Unterschied zwischen wahrer und reducirter Länge ge
geben ist, wenn die Radien des Cylinders und seiner Mündung 
bestimmt sind. Die reducirte Länge der Pfeife ist gleich der 
wahren, also a = B = 0, wenn R = R 1 'V2. 

Wenn die Mündung ebenso weit ist wie der Cylinder, 
n: 7t 

also R = R1 1 wird a = T R und B = - ·:;_e R A. Wenn R 

sehr klein gegen R.1 ist, wird annähernd 

B 7t:R~ Q 
A =- 2R =-2R' 

wie es schon oben für diesen Fall in ( 12;) gefunden ist. 
Unter diesen Umständen kann natürlich nicht die abgekürzte 
l•'orm (23") für die Gleichung (12 ~' ) angewendet werden. 

Die Bedeutung· der Function X der Gleichung (22") , welche 
zur Bestimmung der Strömungscurven dient, setzen wir durch 
folgende Gleichung fest47) : 

~ p:p 
(24) ox = [ {___.:._;, f<df<, 

' ' • d :c 
0 

[58] worin unter dem Integralzeichen .1: einen constanton W erth 
behält. Daraus folgt zunächst: 

(24") d ( ) clP; 
de r<x = e d x ' 

d !~ cl2lf5; - (nx,) = - nclr<. 
cl.x " ' cl.z 2 

' 
u 

Da wir nun für unseren j etzt vorliegenden Zweck uns er
lauben durften, in den Functionen m, P; und P1 (s. (22) und 
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(2oa)) , aus denen lJ.r, zusammengesetzt ist, lc = 0 zu setzen, 
so reducirt sich die Gleichung ( 18°) in der Nähe der Mün
dung auf: 

a~ 1JI; ct ~ 1F, 1 d 1Jf, 
d .?J~ = - drl - (! elf? . ' 

und wir erbalten also: 

d ;·~ ( cl ~ 1f1 , cllF;) - (ox) =- n - -1- dn d::c '' ' d(!~ d~ . , , 

aus (24") 
geniigt: 

II 

d cllJf, 
zr..;; (r?xl =- ~ d(! ; 

und (241
' ) folgt, dass die F nu ction x 

(22") 

der Bedingung 

und dass in einer durch die x -Axe gelegten Ebeno die 
Curven 

e X = Const. 

orthogonal sind zu den Curven 

lJf; = Const. , 

erstere also Stromesourvon sind. 
Wenn wir in die Gleichung {21) für 1F; setzen : 

(21°) 1Jf, = (jl + P; - P I ) 

so können wir auch x ähnlich zerfällen: 

(25) X = Xo + x, - X" , 

(25") 
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Da sich (]J hier reducirt auf 

m = Ax + B, 
[59] so ist 

(251
' ) Xo = ·1-Al! · 

Um die Berechnung von x, abzukürzen, bemerke ich JroJgendes. 
Es sei T~V eine Potentialfunction, die auf Seite der negativen 
x der Ditl'ereutialgleiclHmg· genügt : 

und femer sei 

d~JV d 2 JV + l _ dH~ = ·O, 
d x~ + cl(/ l! d[! 

(25") 
dW 

P; = - ,- ' c. x 

Nun ist P, die Potentialfunction einer Masse, die mit der 

constanten Dichtigkeit - _.::!:._ auf einer Kreisscheibe vom 
4 7t: 

Radius R ausgebreitet ist. Die Gleichung (25") erfüllen wir, 
wenn wir JY zur Potentialfnnction ein es soliden Cylinders 
machen , dessen Basis die kreisförmige IWhrenmiindung ist, 
und der von .-z: = 0 bis .1: = + oo reicht unü mit Masse von 

der conslanten Dichtigkeit - A gefiillt ist. Man braucht 
l.l'lt: 

sich nur den Cylinder um ein unendlich kleines Stück in der 
Hichtung der positiven x verschoben zu denken und die neue 
Masse so wie die neue Potentialfunction von der früheren 
abzuziehen, so erhält man das ang·egebene Resultat 48). Die 
Gleichung (25°) kann man aber schreiben, weil y = (? cos UJ: 

dJV clJV 
(25°) x, cos (<) =- -- cos ((.) = - l- • 

• d(? c. y 

dW 
Es ist aber - --- die Potentialfunction der Oberfläche des 

dy 

C I. ' d' . · l 't A · Y mc.ers, 1e m1t Masse von der DichtJg WI - -. - cos cu 
4u: 

bede~kt ist, wie sich wieder leicht ergiebt, wenn man den 
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Cylinder in Richtung der negativen y unendlich wenig ver
schoben denkt. Also lässt sich x, unmittelbar finden: 

(2 6) X = - ~J'lJ d aj2 "::-;:;::=:::::;:;;= ;=R=, =co=.=s;=w=d==cu=T=~~=;;= 
'' 4 n-

0 0 V(x-a)2+((1-llcos w)"+R~sin"w 

Der Werth, mit Hülfe elliptischer Integrale ausgedrückt, ist 
folgender 40): 

(26,,) , = ~R { x, cos :J· (I C _ E) 
x, 7C x~ Vt -x;sin2 ..9· 

- x, s~.n ~· ., . [.\ 'l t: + (I{ - E) F'!t - J( E!J.])f - c 
1 - X/ sm· .:J· • ' 

[60] worin gesetzt ist: 

R - (1 
z sin 3·= - f- -., - R+!! 

' rt. E=.[· V1 - x2 sin2 wclw, 
0 

,o· 
E!J.= j Vt - x;sin~ wdcu, 

I) 

AR2 

c = -- , wenn !? > R , 
4 (1 

A(l 
c = -

4
- , wenn B > (! , 

oder in beiden Fällen: 

AR 1 - x, sin {l 
c = -- -----:---:-:-

4 1 + x, sin,'J 

Uebrigens ist fiir sin 3·, für cos ..9·, wie für x, immer der 
positive Werth zu nehmen, der sich aus den obigen Formeln 
ergiebt. 

Endlich ergiebt sich :x" leicht aus den bekannten Sätzen 
über Potentialfunctionen, die durch elliptische Coordinaten 
ausgedrückt sind. Setzen wir 

x= RfA- s , 

!? = R Vt - fA-~ J/1 + s~ , 
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so ist die Potent.ialfunction P1 einer Seileibe, auf welcher 
selbst die Poteni.ialf'unction constant gleich -~ B ist 50): 

1~ B l 
1 = arc tan g -

'l t: :; 

Die Linien fL = C sind confocale Hyperbeln nnd orthogonal 
gegen die Linien s = C, welche confocale Ellipsen sind. 
Da die letzteren in unserem Falle Cu rven gleichen Potential s 
sind, sind die Linien fL = · C Strömungscurven, und wir 
brauchen die Grösse e x" nur für den Scheitelpunkt der selben 
in der Scheibe zu bestimmen , so muss sie denselben Werth 
in der ganzen Länge haben. 

An der Scheibe selbst wird s - 0, für sehr kleine 
W erthe von s und negative x wird: 

[61J 

X 
- IL = 111 - (,! ~_ 

c B~' :; -- ---==== - VB~- e~' 
B V ...,.H....,.:" -----.->2 

Pt = - arc tano· ( 
1C " X 

1 

rlPt B 
= + -::-;===.=== d .?: 'lC V R~ - e~ ' 

(2 7) I•QclP 1 . B R ( ) 
ox" = - o cl o = 1 ·-1- 1' . 
' • d .1: ' ' 1C 

II 

Um tL in den bei den elliptischen Integralen gebrauchten 
Hlilfsgrössen auszudriieken, di ent, wenn .'J für e > R negativ 
genommen wird, di e Gleichung 51): 

---,----:---,-:-c---

-v 2i!,(l + siu.U) 
- fL = . ' . 

( l + i!1) ( l + X1 Slll .'I) 

Som it haben wir denn in den Gleichungen (251') , (2G) und (2 7) 
di e W erthe von Xo, x, nnd z" , und die Gleichung der Strö
mnn gscurven wird: 

e (xo + x, - x") = Const. 
Soll die Strömungscurve der Röhrenwand entsprechen , so 
muss sie durch den Rand der Oefl'nung gellen, und die Gon
stante ist: 
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folglich wird die Gleichung der Röhrenwand: 

(27b) e(z0 + ;:, - ;:") = ~ Alli. 

Um die Röhrenform zu erhalten, für welche die DiU'er enz 
zwischen der wahren und rcdncirten Länge verschwindet, 
müssen wir B = 0, B = B 1 Y2 setze11 , dann verschwindet 
auch x", und die Gleichun g der Röhrenwand roduoirt sich anf : 

(>X, = }A(Ri- e~). 

Es giebt dies eine Röhre mit trompotenförmigem, sch wach er
weitertem Ende. Die Krümmung der Wallll ist üb erall nach 
inn en convex, und ihr Krilmmungshalbmesser , der vom cylin
drischen '!'heile an gegen die Münd ung allmählich abn immt, 
wird am Rande der Ooffunng zuletzt unendlich klein. 

Macht man den Hadius der Oeffnung gleich dem der 
IWhre, so nähert sich die Form der Röhre am meisten einem 
reinen Cylimler. Es wird dann die Differenz zwischen der 
redncirten und wahren Länge der Höhre, wie schon oben be
merkt, gleich + 7C B. Da in diesem J1 alle tlie Grösse 

x; sin '~ ,') · = (ll -__gl_ 
(R + !?)~ 

immer sehr klein bleibt , und al so auch sin .:J· für a lle ni cltt 
zu kleinen ·werthe von x, sehr klein bleibt , kann man zur 
Berechnun g der lWhrenform von x = 0 bis x = sin 89° die 
höheren Potenzen als die erste von x, siu ,')· und a ls die 
zwei te von sin ,'J vernachlässigen. Die so vereinfachte Glei
chun g fiir die Röhrenwand, ans der man sin 3· für eine Reihe 
von W crthen von x, leicht [62) mit Hülfe der 'l'afeln von 
L egend1 ·c berechnen kann , ist ~2): 

0 = 4x~ (l{ - E)- V-2x, -
7tx· 1 + x, 

. n 18 x, ( TT E) ' l - x, ~ + x, Sill v· _, .11. - ' + 6 -1- ,; -- ·- .. 
n:x- r 2 x,(l +x,) 

• 0 l 2 ( TT E) 4E l ! - x,sin-,')· - , , .11.- ' --- . 

7t: x- 71; 4 V2x, (l + x,) 

Aus clen zusammengehörigen W erthen von x, und .:J· lassen 
sich endlich X und e berechnen , deren Werthe in diesem 
Falle sind 52") : 
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e- R 2 x, si n.:J· 
~ = 1 - x,sin{J·' 

.X 2x, cos .:J· 
-R x ( l - x, sin .:J') 

Q-R 
In der folgenden Tabelle bedeutet demnach ----.II:'- den Ab-

stand zwischen der Wand unserer P feifenform und der des 
Cylinders, ausgedrückt in Theilen des Radius, und ebenso 

X 
- ll den Abstand der betreffenden Stell e von der Oeffnung, 

ausgedrückt in Theil en des Radius. 

ang. sin r., I X 

R 
- -- --

oo goo 0 0 
10 26° 2' 0,015 3 , 0,0 316 1 
20 15° 42' 0,01 8 7 0,06787 
30 10° 59 ' 0,0197 0,10392 
10 8° 14' 0,0198 0,1 3979 
50 6° 2ß ' 0,0193 0,17556 
(jO 50 9' 0,01 86 0,211 32 
70 4° 13' 0,0177 0,24708 
so 3° 30' o,o 168 0,2829 1 
9o 2° 56' o,o1 r,9 I 0,3188 8 

10° 2° 29' 0,014!J 0,35496 

15° 1° 11' 40" 0,0107 0,53867 
20° 0° 37 ' 50" 0,0075 o, 73058 
25° 0° 2 1' 0" 0,0051 0,93502 
30° 0° 12' 0" 0,0035 1,15668 

In grösserer Entfernung von der Scheibe findet man 53): 

(! -:- R = t'I !!_4 . 
R, . .?;4 

[63) Am schnellsten ändert die Cnrve ihre Natur dicht an 
der Oeffuung. Zwischen x, = 0 und x, = sin 1° kann man 
folgende annähernd richtige Gleichung brauchen 51): 
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0 = log (!-) - 1 + tang ,') (}n: + ,'J) - _ 
7

r: . · 
x. 4 V z, sin (l7r: + ~- .9') 

l 
Wenn z, sehr klein _:wird, verschwindet log x, gegen ,

1
_ , und 

rx, 
tang ,'}· muss sehr gross, {/ nahe gleich -~ 1c werden, dann ist : 

l 
0 = tang {J- ----= , 

sVx, 
oder 

e-R V217 
--- = :\ ' 

- .?; SV(e - Rr + X
2 

oder, da .x auch sehr klein gegen (! - R werden muss, 

(e- R)3 = -.J'IR.x'~. 

Aus dieser letzten Gleichung folgt, dass die Wandfliicllß die 
verlängerte Ebene der Oetl'nnng an deren Rande tangirt und 
hier einen unendlich kleinen Krümmungshalbmesser bat. 

§ 10. 

Tonhölte von Resonatoren. 
Das verallgemeinerte Theorem von G1·cen liefert uns 

auch einige allgemeine Gesetze der Schallbewegung für solclle 
Hohlkörper, deren sämmtliche Dimensionen verschwind end 
klein gegen die Well enläng·e sind, nnd die mit einer oder 
mehreren Oeffnungen ve rsehen sind, deren F lächeninlJ alt sehr 
klein gegen die ganze Oberfläche des Hohlraumes ist. Da 
solche Hohlkörper mit kleinen Oeffnungen beim Anb lasen oder 
durch Resonanz sehr tiefe Töne geben, so ist die erstere Be
dingung für diese ihre tiefsten Töne immer erfüllt. 

Wenn 1Ji das Geschwindigkeitspotential im Innern des 
überall begrenzten Raumes S darHtellt , der keine tönenden 
P nnkte enthalten soll , und der Punkt a, (1, y, von welchem 
ab die Entfernung r gerechnet wird, innerhalb des H.anmes S 
liegt, so ist nach (7h): 

f sin lc1· cllJi d -[l{f d {sin !er) d 
• - 1-. - dn C<J - . · dn - 1-. - w · 

Wenn nun all e Dimensionen des Raumes S gegen die Wellen
länge verschwindend klein sind, so können wir !er gegen 1 
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vernachlässigen , so oft 1·, wie hier der J<':1.ll ist, die Entfer
nung zweicr Punkte, die innerhalb 8 gelegen sind, bezeichnet. 
Wir se tzen also: 

sin k1· k1 r~ 
- - =lc- -- · 

1' 2. 3 

[64] Dies, in die obige Gleichung eingeführt, g iebt: 

(2 8) j 'ct<TJ /.;2 j'c/lP " k~~~r dr --,- d(u= ·-- · - 1··dw - --- .lr -- clw. 
cln 2. 3 dn 3 cln 

Nehmen wir j etzt an, der Raum 8 sei von einer festen Wand 
umgeben, in der nur ein e oder einige Oeffnungen seien, an 

(l'P 
der festen Begrenzung sei überall -d- - = 0, in den sämmt

· n 
dlfJ 

li eben Oeffnungen aber habe -d endliche positive W ertbe. 
n 

Das Verhältniss der F läche sämmtlicher Ocffnungen zur ganzen 
Oberfläche des Raumes 8 sei '1) 2 : .l, und YJ eine verschwindend 

. . . j'do/ kleme Gr<isse , so 1st das Integral -t- dw von derselben 
cn 

Orunung kleiner Grössen wie r;~ , das erste Integral rechts 
k

2 j' cl<F • ., • " 
2 3 

-~,- r · dw aber von der Ordnung lc' 1·· r; ·, also zn ver-
• Cv1t 

nachlässigen. Lassen wir nun /.; immer mehr skh der Null 

f cl?· . 
nähern , so muss dabei offenbar das Integral 1F r dn d w und 

also auch die Fnuction 1Jf selbst immer grösser und grösser 
werden. Bezeichnen wir lc~ 1P mit x, so würde x eine Function 
sein, die bei abnehmendem lc von constanter Grössenorclnung 
bleibt, uncl in eine Fnnction übergeht, welche der Di!l'erential
gleicbung V x = 0 in ganzer Ausdehnung des Raumes 8 
genügt, und für welche an der ganzen Oberfläche des llaumes 8 
clx 
cl?;,- = 0. Daraus fol gt nnch den bekannten Sätzen über elek-

tri sche Potentialfnnctionen, dass X im ganzen Raume 8 con
stant sein müsse''''). 

Dem entsprechend wollen wir nun zeigen, dass, wenn 
dio Dimensionen des Raumes 8 überall endlich sind, d. b. 
wenn man den Raum 8 nicht durch eine unendlich kleine 
Scbnittfläche in zwei Theile von endlicher Grösse zerlegen 
kann, dass dann 'I]_J höchstens in unendlich kleinen Theilen 
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des Raumes S von der Ordnung ·17~ sich um endliche Theile 
seiner Grösse von einer Gonstauten C unterscheiden könne. 
Wenn tp nnd seine ersten Differenti alquotienten nämlich, wie 
es hier sein soll, innerhalb ,',:,' überall continuirlich und ein
deutig sind, so ist, wie bekannt: 

j1./.[(d.lP')~ (d 1[J') ~ (d 1[J')2] - - + . + ·-- d .x dy cl z 
, • d x cly rl z 

f d 'f5 j('fj' =- P cln chu - J.. 1.J.i \ )1Pdx dy d z , 

wo die dreifachen Integrale über den ganzen Raum S auszu
dehnen sind. Berücksichtig t man, dass A;'~ P + \} 1Jf = 0 , 
und denkt man sich weiter beide Seiten der Gleichung mit 
einer constanten Grösse c~ multiplicirt, die so gewählt sein 
soll, dass c~ 1.J.i eine endliche Grösse ist, wozu nach Gleichung· 

(2 8) [65) c~ von gleicher Ordnung mit /,;~~ . sein muss 55"), so 
erhält man: . 11 

(28") c~JJT[(c~~t + (~z~f + (~rJ cl.x dy d z 

= - c~J 1.f.J :~~ r!Lu + k~ c~f[j' 1.J.i2 cl:r cly cl z . 

Da nun die Integrale auf der rechten Seite dieser Gleichung 
verschwindend klein von der Ordnung ?]~ sind, so ist es 
auch das dreifache Integral links. Da hier aber unter dem 
Integralzeichen eine überall positive Grösse steht, so können 

d1.Jl d1J.i d1J1. . 
die W erthe von 8 - l - , c ·d · und 8 l - 1m Allgememen selbst 

G .?: y C Z 

nur von derselben Ordnung kleiner Grösson wie ?] sein, oder 
wenigstens nur in 1'heilen des Raumes S, welche selbst von 
der Ordnung 17~ sind, endlich werden. 

Nun denke man die Flächen constrnirt, welche der Glei
chung 

<p = Const. 

entsprechen , und für den 'rheil des Raumes S , welcher 
zwischen zwei beliebigen solchen Flächen liegt, bilde man 
das Integral 

f~r l / (d 'P)2 (d1f.J)t (d1.J.i)2 _ 
c V -- + - + -- d x dy dz = ~ . • • cl .?: dy d z 
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Nach dem Vorausgesagten kann dies Integral nur von der
selben Ordnung kleiner Grossen wie ·ry sein. Man kann nun 
die Integration so ausführ en, dass man zuerst diejenigen 
'!'heile des Integrals zusammennimmt, welche zwischen zwei 
unendli ch nahen Potentialflächen liegen. Es sei cl cv ein 
I<'lächenelcmont einer solchen Fläche, in der das Potential den 
Werth lJ1 hat, clu die Bntfcrnung zwischen d cv und der 
nächsten l<'li.iehe , an der der Wertb des Potentials lJ1 + d 1Jf 
ist, dann ist tlcv dn ein Element des Volumens unu 5öU) 

1 /( cll{f) ~ (cl 1[1 )
2 (d 1Jf) ~ 1 ; V - + - + · d w d n = cl l cl r•J , 

d .?; . dy c/. z 

also 

wenn lJ10 und 1J:f1 die W erthe von 1F an den äussersteu 
Potentialflächen sind, zwischen denen man integrirt. l!'ilr 

j eden Werth von y:; ist nun/ dcv gleich [66J uem l!'liichcn

iuhalt Q desj enigen '!'heiles der betreffenden Potonlialflächc, 
der innerhalb des Raumes 8 liegt. Also winl 

)'Vt 

:S = Bj QcllF, 
~PO 

worin Q als J!'unctiou des W erthes von 1F anzusehen ist. Wenn 
~mu Q überall endlich ist, · darf die Differenz c 1F0 - BlJ1 1, 

mnerhalb deren die Variable sich ändert, nur von der Ord
nung 'I] sein , da der Werth von :S von der Ordnung 17 ist. 
Oder es muss, wenn 8 P 0 

- c lJf.
1 

endlich ist, innerhalb dieses 
Intervalles Q von der Ordnung 17 sein. Da nun nach unserer 
Voraussetzung der Raum 8 nicht eine solche Gestalt haben 
darf, dass man ihn durch eine unendlich kleine Schnittfläche 
in zwei '!'heile von endlichem Volumen theilen kann, wie das 
z. B. der Fall sein würde, wenn er aus zwei durch ein 
röbrenförmiges Stück verbundenen Hohlräumen bestände , so 
folgt aus dem Gesagten, dass unr in unendlich kleinen '!'heilen 
desselben, und namentlich auch nur in unendlich kleinen 
'!'heilen seiner Oberfläche der Werth von e lJ1 um eine end
liche Grösse von einem codatauten Werthe C abweichen könne. 
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Nach diesen Bemerkungen reclucirt sich die Gleichung (28) 
auf 

(28C) ;· cl'P d kl 0 j'. d1
• l - POS · diz w = - - ;3 - . 1 (ln- c w - " · 

Wenn wir nämlich die vom Punkte a, ß, r auf die 'l'angential-
dr n 

ebene von dcu gefällte Normale n nennen ist - - · = -
' cln ?' ' 

• 1 cl1• l n cl w · J d V 1 · l' 1 und - ·3 1' l G w = - - glmc 1 em o umen emes \.ege H, 
c.n 3 

dessen Grundfläche clw und dessen Spitze a, (f , r ist'•V) . Des
halb ist: 

- Jj?' ::: clw = S. 

Setzen wir j etzt voraus, der Raum S habe eine Oeffnung, die 
in einem nahehin ebenen '!'heile der Wand gelegen sei, dessen 
Ebene wir äusserlich unendlich verlängert und den freien Raum 
nach einer Seite begrenzend voraussetzen, wählen wir, wie 
früher, diese Ebene als Ebene der y z und verlegen den An
fangspunkt der Coordinaten in die Oetl'nung selbst. Nehmen 
wir ferner an, dass die Vibrationen des Hohlraumes erregt 
werden durch einen Schallwellenzug, der gegen die Oetl'nung 
schlägt. Wir müssen nun an der Oe1i'nung den Werth von 
1[I so bestimmen, dass er aussen und innen continuirlich wird 
und [67] im Innern in einer gegen die Dimensionen der Oeff
nung grossen Entfernung in den constanten Werth 0 cos (2 1tn t) 
übergeht. 

Es sei h eine Grösse, welche in verschiedenen Punkten 
der Oeffnung des Hohlraumes verschiedene W erthe hat. Wir 
setzen, indem wir die Integration tiber die PHiehe der OeJl'nung 
ausdehnen, für den freien Raum: 

tu -}'7 cos(lcr· - 2 1cnt) l 
:r - tt C W 

1' 
(29 ) 

+ II cos kx cos (2nn t ) + J cos Iex sin (21cnt). 

Dieses Geschwindigkeitspotential stellt einen Zug ebener Wellen 
dar, die, an der y z - Ebene refl ectirt, sich in stehende ver
wandeln, und ein System fortschreitender Wellen, welche von 
der Oeffnung ausgehen 57). Statt der unendlich ausgedehnten 
ebenen Wellen lässt sich übrigens ebenso gut die etwas all
gemeinere Voraussetzung der Gleichung ( 16) hier anwenden, 
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<lass nämlich die Wellen von einem weit von der Oeffnun g 
entfernten tönenden P unkte ausgehen 1 dann bekommen sie, 
wie dort gezeigt, dicht vor der OciTuung di e in (29) ange
nommene l"orrn. 

d1[f 
An uer y z-Ebene ist ansserhalb der Oelfnung - = 0 

d .x 1 
in <lcr Oeffnung :>8): 

(2U") 

null annähernd: 

(2Uh) 1i=[J:~ dw + H]cos (2rcnt)+[l{/,,clw+J }in(2mzt) . 

Innerl1alb des Raumes S setzen wir dagegen: · 

(29") P = [c-J1~ 0~~ lc r dw]cos(2rcnt). 

Dann ist in der Oefl'nung: 

ct lJi 
-·l. - =- 2 1c h cos (27t'nt), 
( ::1: 

(29°) 'F = [ C -.Jlt :':w] cos(2mzt) . 

D. ur 1 c{lJi ( ) 1) · d 'd t ' h 1e n ert 1e von clx- aus 29" und (29' sm 1 en 1sc · . Damit 

auch die von 'l1 aus (29b) und (29 °) identisch seien, muss sein: 

(2Ur) J + l~J'l• clw = 0 1 

j •Jtclw 
(2 9 ~) 0 - H = 2 --

1
-. - · 

[68] Es muas also die Grösse lt für die einzelnen Punkte der 
Oefl'nung so bestimmt werden dass ihre Potentialfunction 
innerhalb der Oeffnung constadt wird. Die Bedingung end-

1. h d d 'Jl cY • 1c , ass - = 0 ist Hings der Oberfläche von u mlt Aus
dn 

nahme der Mündung, wird durch die Gleichung (29 c) erfüllt, 
wenn die Wand, in der die Oeffnung sich befindet, so weit 
merklich eben ist, als das Potential von lt nicht gegen C ver
schwindet. 
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Endlich wird für diesen Fall die Gleichung (28") 50) : 

(29b) 211:j' lulc-J = lc~ OS. 

Aus (29r) und (29h) folgt: 

Nennen wir nun M die Masse, welche nöthig ist, um , auf 
der Fläche der Oeffnung· passend vertheilt, in di eser tli o Po
tentialfunction constant gleich 1 zu machen, so ist 

da die Dichtigkeit lt nach (29g) den Potentialwerth } ( 0 - 11) 
hervorbringt. Wir haben also nach (29r) : 

(291) J + .p c(C - H.) 111= 0. 

Das Maximum des Potentials der stehenden Wollen im freien 
Haume ist V H '2 + P, das Maximum in dem Hohlkörper 8 
ist 0. Ans (29;) und (291) fol gt: 

H~ + J2 _ ( k'S)'' (k1 S' ) ~ 
--"c=,~- - t - ,-n 1-M + 2;; · 

Dieses Verhältniss erreicht seinen Minimalwerth, di e Resonanz. 
wird also arn stärksten, wenn das erste der beiden Quadrate, 
gegen welches im Allgemeinen das zweite verschwindend klein 
ist, gleich Null wird. Die Bedingung für das Maximum der 
Resonanz ist also: 

(3o) 11:M=k~s, 

oder wenn wir statt lc seinen Werth setzen, durch die Schwin
gungszahl n und die Schallgeschwindigkeit a ausgedrückt, 

(3") 

[69] so ist : 

(3 0") 

2n:n 
lc= - - , 

a 

n a~ j ll{ 
n· = - -· 

4n:S 

Ist die Oeffnung kreisförmig, so ist (s. (23b) und (23 C)) : 
Ostwald'• Kl assiker. 80. 6 
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? }' 
Jlf=~ 

11: ) 

oder, wenn wir die Fläche der Oelfnung mit s bezeichnen: 

s = n·R~ , JY[= 

Wenn wir fiir die Schallgeschwinuigkeit den W eL"th 3322ß omm 
(entsprechend 0° un d trockner Luft) nehmen , so wird 

" . 74 Vs n= ~>b l. v- ...:: , · s 
während 8ondlutus:; aus seinen Versuchen für n die empirische 
Formel fiir kreisförmi ge uml quadratische Oeffnungen herleitet: 

.!; 
n = 524.00 ~ 

vs' 
wori n lllll' der von S ondlum:;s gegebene Zahlencoefficient 
hal birt ist, weil S onclluzuss nach der Art der französischen 
Pl1yBiker die Sclnvingungszahlen der Töne doppelt so hoch 
nimmt, als es nach 1mserm::nezeiclmungsweise geschieht. 

Noch besser stimmt die Berechnung für einige Versuche 
von J'Vc?"tlwim, bei den en das Verhältniss der Oeffnung zum 
Vo lumen des Hohlkörpers noch kleiner ist, als bei den Ver
suchen von S ondlwuss. Ich habe aus den Versuchen, welche 
er mit drei verschiedenen Glasku g·eln angestellt hat *), deren 
Volumen dnrch Eingiessen von Wasser verkleinert wurde, 
di ej enigen nach der theoretischen Formel berechnet, bei wel
chen der Durchmesser der Oeffnung weniger als ro des 
Durchmessers einer Kugel war deren Volumen dem des 
Hoblranmes gleich ist und setze' die Zahlen bierher, um zu 
zeigen, wie gu t die theoretische Formel mit den Versuchen 
übereinsti mmt. 

*) .. An nales de Chimie et do Pbysirpw,: St\r. 3, Tomc XXXI, 
p. 428. 
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[70] 

- -· 

~rste Kug-el. f 
o\umen 6528cc. 

l 
V 
T emperatur 24°.l 
a = 346550. 

z 
V 
T 
a 

'~w'it' K•g•l. j 
olumen 2030""· 
emperatur 18°. 
= 343 030. 

ritte Kug-el. 
olumen 715""· 

D 
V 
'I 
a 
'emperatur 20°. 
= 3442 10. 

Durch- Volumen 2n 
mcsser des llohl-

der ranmes in be- I be-
Oeffnung. Cuh. Centm. obachtet rechnet 

- ----·-
I 20""" 6528 184 ,2 L !.l3 , 1 0,020 

57 12 206, 4 206, 4 o,ooo 
489G 2 18,8 222,9 0,00 8 

I 40 80 232,!) 244,2 0,021 

10 111111 2030 234,9 242,3 o,o 13 
1827 262,6 255,5 - 0,01 2 
1624 285,1 270 ,9 - 0,022 
142 1 30 0,5 290, 3 - 0,0 15 
1218 320,0 3 12,!) - 0,010 
101 5 345,0 342,7 - 0,003 

8 12 372,6 383,2 +0,008 
609 416,3 tJ!l2,5 0,026 

15111111 203 0 286,0 296,8 0,016 
1827 I 298, 7 I 322,8 I 0,020 

ßllllll 715 
6 15 
~) 15 
415 
315 
2 15 
lt 5 

7 15 
615 

328,2 317,1 
340,4 342,2 
373,7 374,0 
4 t6,3 416,6 
48 1,2 478,2 
58 1,8 57 8,8 
766 ,5 79.1 ,4 

I 
384,4 I 409 ,7 I 
4 11,6 44 1,8 

-0,015 
+ 0,00 2 

o,ooo 
o,ooo 

- 0,003 
- 0,002 
-1- 0, 01 4 

0,02 8 
0,03 1 

Zur Erleichterung- der Vergleichung sind in der letzten 
Rubrik unter 6. die Log-arithmen des berechneten n, dividirt 
durch das beobachtete n, hinzug·efügt. Der Logarithmus des 
halben 'I'ones -H beträgt 0,02 8. Die Werthe von 6 zeigen, 
dass nur bei den verhältnissmässig zur Oeffnung kleineren 
W erthen des Volumens die Differenz zwischen Rechnung und 
Beobachtung sich einem halben T one nähert. 



ll. Ilclmholtz. 

l•'iir Ellipsen von der Excentricität c und der grosson 
Axe R ist die Masse JYI, welche, auf der Fläche passend 
vertheilt, in dieser das constante [71] Potential 1 giebt *), 

B 
M = 1{, ' 

worin }{, das ganze elliptische Integral erster Gattung für 
den Modul r; bezeichnet HO) . Es wird also nach (30") für Hohl
räume mit einer elliptiscl1 en Oetfnung : 

~ (~2 R 

n = 4nK8' 

oder weim man den Flächeninhalt s der elliptischen Oeffnung· 
einführt und setzt: 

so wird : 

c 1 = Vl- c~ , 

Ii = n-R.~ 1: 1 1 

)/, = ·v ___!!_____ . a ·v;-
2 JCV~· V 71/ ]/2 8 

Der W erth von n~ ist also von dem für eine kreisförmige 

Oeffnung· g·ültigen durch den F actor u: _ verschieden, und 
2 ICJ!c , 

da dieser Factor grösser ist als .1 , so wird der 'l'on einer 
elliptischen Oeffnnn g von gleicher Fläche etwas höher als der 
einer kreisförmi gen. 

Hat der Hohlraum noch eine zweite Oeffnung, die eben
fall s in einem nahehin ebenen Tb eile der Wand liegt, so setze 
man für den äusseren vor ihr liegenden Raum: 

l]J - ]'1. cos (/er -- 2 11:nt + '1.) l 
. - tl c (<) ) 

?" 

in dem ihr bonachharten Thoile des inneren Raumes 

. [ j'hcos lcr ] 11' = C1 - 1 

1
• dw cos (21rnt- ·r ) 

+ 1{1t1 d üJ · sin(27cnt-w). 

*) S. Claus-ius in PoggendOJ: fl's Annalen LXXXVI, S. 161. 
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do/ 
Es sind, wie vorher, an der Oefl'nung die Werthe von dn 
übereinstirumend, die Wertbc von 1[1 wenlen: 

- J"-,dw J 1f' = - ·-
1
-. - · cos(27cnt- ·~·) + k lt.1 dw sin (2 n:nt- 't), 

1f' = [ 0 1 -./
1\!:-w] cos(2 1 1: nt-·1:) +~{il. , clw sin (2n:nt - '1.). 

Es muss also seinül): 

C - '> j•!tLdw 
1 - - . 1' ' 

[72] •und setz en wir, wie bei der ersten Oe ffmm g in (2!11' ) : 

j\ d1u = -~- 0 1 il11 , 

so wird in den von der Ooffn nn g entfernteren Stell en <lcs 
inneren Raumes: 

1f' = 0 1 cos (l 1,;n t - ·t·) + -~- k C\ 1lf1 sin (2 u: n t - 1.') . 

Dies muss aber gleich werden dem früher fcstgesct:llte n 
Werthe von 1Ji im Innern der Kngel : 

1P = C cos (l71:nt) . 
Daraus fo lgt , dass 

0 1 [ cos 7.· - l k Jl11 sin 7.·] = C , 
Sin 't ' + -}lc .L1f 1 COS ·t· = 0·. 

Aus der zweiten Gleichung folgt, dass 7.· sehr klein ist, uud 
demgernäss ans der ersten, dass mit Vernachlässigung kleiner 
Gr össen 

0=01. 
Nnn wird ans Gleichung (28") : 

f d !Jfdlu = 2njhdlu + 2 Jcjh
1
dw- k~C/:.' 

dn 
oder: 

dazu 62): 

(3 t ") 

(:3 t) 1c 1l1(C - FI) + Tc.Ll1, c = ~r. ·l es; 

k 3 CS 
J- ---- 2 7C 1 
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. n~ +P . . . 
Dam1t c~ em l\hmmum werde , und die stärkste 

Resonanz eintrete, setzen wir 

(3lb) 1c(111 + M 1) = lc~s, 

durch welche Gleichung die T onhöhe der stärksten Resonanz 
bestimmt ist , wie es in (30) für eine Oeffnung geschehen 
war . Diese Gleichun g stimmt, wenn di e OeJfnnngen geometri sch 
ähnlich sind , mit dem von 8o12dlwuss ans den Versuchen 
abgeleiteten Gese tze. Sind beicle Oelfnungen congrnent, so 
verhält sich die Schwin gungszahl des Körpers zu der desselben 

Kö rpers mit einer Oeffnnn g, wie V2: 1 . Der 'l'on ist,. also 
im ersten F'alle um eine verminderte Quinte höher als im 
zweiten Fall e, was gcnan mit einigen Versuchen von Sond
lutu:,·s *) übereinstimmt. 

Heidelberg, im Milrz 1859. 

'*J 1'or;ue l/(fo1:fj"s Am1 ~1 l cn LXX X I, S. 3!Hi. 
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Die vorliegende Arbeit des grossen Forschers, dessen wis
senschaftliche Verdienste in Heft 79 der Klassiker (S. 50 u. if. ) 
kurz skizzirt sind, bietet sowohl in mathematischer als in 
physikalischer Hinsicht ein hervorragendes Interesse dar. In 
ersterer Beziehung liegt ihre Bedeutung vor Allem in der 
Uebertragung der wichtigsten Sätze der Potentialtheorie auf 
solche Functionen, welche der Dilferentialgleic)mng 

d2 <p cl2 1p ct~ cp ., . . 
--~,· ---. + -:~ -. • + -t t- + /.;- tp = 0 , resp. = j · (.<:, y, z) c x - u y · u z · 

genügen. Die dadurch gewonnenen allgemeinen Sätze siml 
nicht nur wegen des Nutzens , den sie für die Bel1 ancllung 
specieller akustischer Probleme gewähren , von Wichtigkeit; 
dieselben bilden auch die Grundlage für eine exacte Formu
lirung des sogenannten Ifuy,qens'schen Princips, wie sie neuer
dings u. A. von G. I(i?·chltojj' (Sitznngsberichte d. Berliner 
Akadem. 188 2 , 64 1-669) entwickelt ist. Erwähnt El elm
holtz auch den Namen j enes Princips nicht , so leitet er 
dasselbe doch implicite ab. Neben den erwähnten Sätzen wird 
den Mathematiker die Art der l<'ragestellung bei dem speciellen 
Problem der Luftschwingungen in Höhren interessiren, fem er 
die Untersuchung besonderer Röhrenformen , wie sie in den 
§§ 8 und 9 durchgeführt ist , eine Untersuchung, die sich 
auf die feinsten Hülfsmittel der Analysis stützt, 

Physikalisch wichtig ist in unserer Arbeit, dass es Iielm
lwltz gelungen ist, die WidersprUche der älteren 'l'heorie mit 
der Erfahrung zu beseitigen, und zwar nicht, wie es vo1· ihm 
versucht war, durch irgend welche Hülfshypothesen über den 
Zustand der Luft am ofl'euen Ende der Röhre, sondern lla
dm ch , dass er den Innem aum der Röhre und den ttusseren 
Luftraum als einen zusammenhäugentlen Raum behandelto. 
Durch diese neue Fassung der Aufgabe gelang es ihm , eine 
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Beziehung zu ermitteln zwischen den ebenen W eilen im Innem 
der Röhre und den Kugelwell en 1 welche durch di eselben im 
äusseren H.aume erregt werden. Dieses hochbedeutsame lle
sultat erm öglichte es1 eine Anzahl von Fragen zu beantworten1 
über welche die frühere Theo rie keine A uskunft zu geben 
vermochte1 z. ß. über die Phasen und die Stärke der Hesonanz1 
wenn .die Röhre durch änssere tön ende Körp er zum 'l'önen 
gebracht wird. Endlich vermochte Jfclrnlwltz eine Aufgabe 
zu lösen 1 di e bis dahin der theoretischen Behandlung unzu
gänglich gewesen war 1 die Aufgabe nämlich 1 die H öhe der 
T öne stürkster Resonanz bei solchen Hohlräumen zu bestim
men1 welche nur eine oder wenige enge Oefl"nungen haben. 
Diese 'l'beorie der Resonatoren ocler1 wie HiTcltlwjf sie nennt1 
kubischen Pfeifen bildet den Inhalt des letzten Paragraphen. 

Das Gesagte wird hinreichen1 um di e Aufnahme der wich
t igen Arbeit in die Sammlung der K lassiker gerechtfertigt er
scheinen zn lassen. Dem Neudruck ist das Original 1 C?·elle
B oTchaTclt's J ouruni für die r eine und augewandte Mathematik 
Uancl 571 S. 1- 72 (1 8ß0)1 zu Grunde gelegt. Doch sind di e 
Aeuderungen1 di e der Abdruck cler A rb eit in I f elrnlwltz' » Wis
senschaft!. Abbandlungen « Band 11 S. 3 03-382 (Leipzig1 1882) 
enthält1 mit ber ücks ichtigt. Insbesondere sind diesem A bdruck 
die im Original fohlenuen U eberseitr iften der einzelnen Para
graphen entnommen. Ueber einige Aenderungen in den For
meln1 die sonst noch erforder lich waren1 geben die folgenden 
Noten Auskunft. Diese Noten cnt!Jalten ausserdem E rläuterun
gen verschiedeuer Stellen sowie die Durchführung schwierigerer 
Rechnungen1 von denen im T ext nur die Resultate angegeben 
sind. Nothwendig zum Verstündniss der Abhandlung ist die 
Bekanntschaft mit den Grun dgleichungen der Hydrodynamik 
und ihrer Anwendung auf die Schallbewegung 1 ferner eine 
Kenntniss der Sätze der Potentialtheorie 1 insbesondere der 
Untersuchungen von G1·een

1 
die in Heft 6 1 der Klassiker ab

gedruckt sind. Auch die 'l'heorie der elliptischen Integrale 
wird a n mehreren Stellen benutzt. 

Zum Schlusse sei erwähnt1 dass H elrnlwltz vor dem Druck 
der Originalarbeit einen Auszug aus derselben in clen » B eidei
herger J ahrbüchern der Litteratm· • , 52. J ahrg .1 185 91 S. 354 
-35 71 veröffentlicht hat; vergl. auch: Iielmlwltz1 Wissen
schaft!. Abhandlungen Band lll ( L895 )1 S. 16-20. 
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t ) Zu 8. & zmcl 17. Der Nam e »Geschwindigkeitspo
tential • ist von Ifelmltoltz in seiner Arbeit über die Wirbcl
bewegungen ( vgl. Heft 7 9 der Klassiker, S. 3 und 55) ein
geführt, während der Begriff schon bei Lag1'1znge vorkommt. 

Das S. 8 unten citirte Theorem von G1·een ist der Satz 
S. 24 in Heft 61 der Klassiker . 

2) Zu .~'. 11. Die folgende F ormel ist im Original wie in 
den "Wissenschaftl. Abhandlung·en « unri chtig abgedruckt. 

3) Zu 8 . 14 . In einer späteren Arbeit (Verhandlungen 
des naturhistorisch-medicinischen Vereins zu IIcidelberg, Band 
III, 1863 ; Wissenschaft!. Abhandlungen, Dand I, S. 383-387) 
bat Helmlwltz gezeigt, dass die Uebereinstimmung der theo
retischen l<'ormeln mit den V ersuchen Z amminer 's eine beHscre 
wird, wenn man di e Reibung der Luft mit iÜ l{echnung zieht. 

3~) Zu 8. 15 . Hier steht im Original fälschlich • kleiner « 
statt • grösser «. Dass • grösser • rich tig ist, ergiebt sich a us 
S. 84 des 'l'extes , wenigstens wenn di e elliptische Oe ll'nung· 
gleiche Fläche mit der kreisförmigen hat. 

4) Zu 8. 16. Ueber di e Ableitung der hydrodynamischen 
Gleichungen ( l ) (der sogenannten Eulm·'schen Gleichungen), 
sowie der Gleichung ( 1 ") vgl. Poissou's Mechanik, 'I' heil 
II, Buch VI , Cap. II. - Dass für die Schallbewegung die 
Gleichung ( l ") an Stelle des Jlfcwiotte'schen Gesetzes treten 
muss , ist zuerst von Laplace gezeigt , vgl. Mecan. Celestc, 
Vol. V, Livr. XII, Cbap. III. 

5) Zu 8. 17. Während in ( 1'1) h0 im Allgemeinen noch 
eine Function von t sein konnte, wird hier , wie im F olgen
den, 71 0 als constant angesehen. - Die weiter benutzte Ver-

. b . d f d (]) d f) nachlässJgung, e1 er schon die Quadrate von 1, -d , -
1 1 

X (; .'V 

ctc. sowie di e Producte j e zweier dieser Grössen vernach
lässigt werden, ist in der Theorie der Schallbewegung allge
mein gebräuchlich. Nur in einer Arbeit von R iemann (Götting. 
Abb. 1860 , Riemann's Mathematische Werke, S. 145) wird 
von dieser Annahme abgesehen. 

6) Zu 8. 18. Betreffs der Gleichung (21
' ) ist l<' olgendes 

zu bemerken . Setzt man den Ausdruck (2") für (JJ in (2) ein , 
dP 

so erhält man für -l- den Ausdruck (; t 

( 1 dP I ( ) a) 4 7ca2 dt = q cos 2 1cnt + q" sin {2 1cn t), 
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wo q' und q" von t unabhängig sind , nämlich 

(ß) 
, 11:n~ 

11
, 1 [d~ <[1' cl~ 1P' d~ 1[JI] 

- q = -a2 · l: + 41c _ d.1;2 + dy~ + d z'l _ · 

lntcgrirt mau Gleichung (a) nach t, so folgt: 

n 
(r) -

2 
.• P = -- q" cos (211:n t) + o' sin (2 u:n t) + IJo , a · ~ 

wo 1]0 nur von x, y, z abhängt Ans Gleichung· ( l fJ, deren 
rechte Seite kein von t unabhängiges additives Glied enthält, 

folgt dann, dass auch 1) das von t unabhängige Glied 
2

qo 
n 

enthalten müsste. Das würde heissen: Für den betrachteten 
Raum ist von vorn herein eine gegebene, von Punkt zu Punkt 
veränderliche Verdichtung vorhanden. Ist, wie hier still
schweigend vorausgesetzt wird, Letzteres nicht der Fall, so 
verschwindet der von t unabhängige Theil von 1), d. h. es ist 
'lo = 0 , und damit geht die vorstehende Gleichung (y) in die 
Gleichung· (21') des Textos ·über; ferner ist (ß) mit der ersten 
Gleichung (3) des Textes identisch, sobald mau die Bezeich
nung k ans (3") einfUhrt. Gleichung (3'') stellt die bekannte, 
für j ede Wellenbewegun g gültige Relation dar. 

7) Ztt S. 20. Im Original steht irrthümlich t/) statt <Jf. 
7") Ztt 8. 2!. Die Gleichungen (4"), ('1°) und (4g) geben 

1fi = 0 für k = 0, falls die Facteren A und Ii nicht~ pro

'" 
portional sind; nur wenn A = 4..!.. , lt = ~f ist, erhält 1P' für 

I~ ! C 

/.; = 0 einen am1ern constanten W erth als Null. 
Der S .. 21 gernachte Uebcrgang von Summen zu Integra

len ist derselbe wie in der Potentialtheorie und lässt sich 
ebenso begründen. 

8) Zu S. 22 und 23. Es kommt hier die bekannte, zu
erst von Poisson abgeleitete Eigenschaft des Potentials 1P in 
Betracht, dass innerhalb des mit Masse von t1er Dichtigkeit !t 
erfüllten Raumes 

V 1P = -4 1Clt 

ist, während für di screte Massenpunkte V 1Jf in t1en Massen
punkten seinen Sinn verli ert. 

8") Xtt •">'. 23. Im Original steht fiLl schlich Gleichung ( 4) 
statt (3 ). 
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!l) Ztt S. 24. Der Werth von 

'\7 j' (cos h:?'} , 1 ( l) 
V :J: · ,. = Va: - ,-.- - V :>; -:;: 

crg· icbt sich unmittelbar aus den Gleichungen (111 ) S. l U, ver-

2·' l ( ·-
. r 

bunden mit uen entsprechenuen Ausdrücken für -
1 

" etc., 
( .'1:· 

fall s man die rechten Seiten nach Potenzen von 1' entwickelt 
und die positiven Potenzen voll 1·, dio fü r 1' = 0 versc!Jwin
den, fortlässt. 

U") Zu 8. 2.J. Im Original steht irrthiimlich :& - u, 
y - (f , z - r statt a -x, ß - y, r -z. 

1 0) Zu S. 24. Es handelt sich in § 3 darum, zu be
weisen, dass die durch (5) definirte Function 1P der Gleichung 
(:l) genügt, welche Gleichung das Analogon der Poisson'sohe11 
Gleichung der Potentialtheorie darstellt. Zu dem Zwecke wird 
zunächst der betrachtete l{aum durch eine kleine, den Punkt 
x, y, z nmsohlicssende Kugel in :moi '!'heile ,~'0 , S t getheilt ; 
und da für den Haum S t der Punkt .x, y, z ein :tusserer, mithin 

'V..c lJJ'l + ~.;~ ~rrl == o 
ist, so ist nur der Werth von \) a.. lf.10 + k~ lJ.10 zu ermitteln , 
wo lJ.1 0· das auf der rechteil Seite von (5) stehellde, aber nur 
über 8 0 zu erstreckende Integral ist. Um den in Rede stehen
den Werth zu findeil, wird lJ.1 0 als Summe der Integrale tp ' 
und 1Ji" (S. 24) dargestellt. 'F" ist aber ein gewöhnliches 
Raumpotential, also auch innerhalb der wirkenden Masse, d. lt . 
innerhalb 8 0 , endlich, und zugleich ist dort 

\)11,lf.1 " = -4tcq . 
Femor wird k'1lJ.1 " = 0, wenn man deu Radius der Ab
schliessungskugel immer kleiner werden lässt. Es bleibt da
her nur noch der Theil lJ1 ' zu untersuchen. Nun ist j,. für 
alle endlichen Werthe von T endlich (und verschwindet für 
1· = 0). Daher ist auch das Integral lJ.I' endlich und vor
schwindet, wenn man den Radius dor Abschliossungskngcl 
immer mehr verkleinert. Ferner ist 

\),~,; lJ.I' -.//J~u., (~,i' Vu: U').)clacl (:J dr = 

- k~ jfj''la,f!_,z dacl('fclr; 
' ' t 'f 
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d. h. \lu 1{-f' lmt die l<'onu eines l{aumpotentials , bleibt also 
innerhalb des Integrati onsgebietes ,\'0 überall endlich und wird 
mit abnehmendem Radius von 80 immer kl einer uml kleiner. 

ll ) Zu 8. 25. In den »Wissenschaft!. Abhancllungeu « ist die 
Ueberschrift von § 4 dieselbe wie die von § :3 . Statt dessen 
schi en es :-~w eckmüss iger, »Gesetz der l<'lücliCnclichti gkeit " zn 
set:-~ e n. Denn während in § 3 das Analogon der Pois~>01t
schen Gleichung fiir das J.{aumpotential abgeleitet ist, handelt 
es sich hier um das Analogon der charakteristischen Eigen
schaft des l1'lüchcnpotentials und woiterl1iJJ um di e Anwendun g 
des (h·een'schen Satzes auf Geschwindigkeitspotentiale. 

)) . . b d 1 f dj',. 1 ~ Zu 8. 26. Der Jner enutzte A.us rnc c ilr - ·- ist 
d :c 

wieder nicht der voll~tänc1ige W erth di eser Grösse, sondern 
wird aus lot:-~terem erhalteu, wenn man cos (k1') und sin (k1') 
nach Potenzen von ·r entwickelt und die positivcu P otenzen 
von ?' fortlässt. 

D df~ . dl' h . f 1 ' tt Jb '1 1 .?; - LI ass -·- on Jc · 1st, o g t unm1 e ar ua~·aus , c ass -
~ 1' 

ein echter Bruch ist . Die discontinuirliche Aenderung dieses 
Bruches ergiebt sich daraus, dass für r.wei Punkte x , y, ;:; auf 
entgege11 gesetzten Seiten der l1'Jächc die Ditl'erenz .1: - a ent
gegeugesetztes Zeichen ha t, während ?' stets positiv ist. Geht 

. . h x- a man z. B. parallel der .1:-Axo durch the 11'Jac · e, so hat -
?' 

auf der einen Seite den Werth + l , auf der anderen den 
W erth - l wie nahe man an eh der Fläche kommen mag·. _ 

) d .' 
Diese di scontinuirliche Aenderung von _l'j1

• ist deshalb unc :1: 

wesentlich, weil die l''läche !:!0 , iiber die man integriren muss, 

tl!F~ I' b' 11 . d k um r.n erhalten bc 1e 1g ' em augenomruen wer en ann · 
d .x ' ' 

und mit der Verkleineru11g dieser Flüche wird auch das Iu
dlJl'' 

tegral - l <) beliebig klein, da die zu integrirende Function 
( .?:: 

endlich ist. Daraus folgt, dass die er sten Ableitungen von 1[1' 
beim Durchgang durch die l<'läche di eselben Aenderun gen er
leiden wie die ersten Ableitungen von 1P", und die letztge
nannten Aenderungen sind ans der Potentialtheorie bekannt. 

13) Ztt S . 27. Ueber den Satz von Green vgl. Heft ßl 
der K lassiker, S. 24. 
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In der letzten Zeile vor (7") steht im Original: • nach 
Gleichung (3), ( 5) und (7) « . Gleichung (5) aber kommt gar 
nicht in Betracht. 

14) Zu S. 28. Vgl. l-Ieft 6 1 der Klassiker, S. 27- 28. 
Zur Erleichterung des Verständnisses wird es zweckmässig 

sein, die wichtigen Gleichungen (7°) und (7<1) direet zu be
weisen. Auf die F unction 

I. A cos (!.:r) () = 
1' 

kann man di e Gleichung (7) nicht unmittelbar anwemlen, weil 
rj) und \7 (/J in einem Punkte des Integrationsraumes 8 1m
end lich werden, nämlich in dem P unkte a, (1, y, vo n dem aus 
1· gerechnet wird. Um die Anwendung von (7) doch zu er
möglichen, schliessen wir aus dem Integrationsgebiete 8 das 
Innere einer kleinen, um a, ß, r mit dem Radius o beschrie
benen Kugel aus und nennen den übrig gebliebenen Raum 
8,1 • Im Raume 8 4 ist 1/) überall continuirli ch und endlich , 
auf 8 1 können wir daher Gleichung (7) ohne Weiteres an
wenden. Zugleich i st ~ in 8 1 

V (/) + lc~ (/) = 0 . 

Ferner sind die in (7) auftretenden Oberflächenintegrale j etzt 
über die Oberfläche von 8 1 zu erstrecken. Diese besteht aus 
zwei '!'heilen: 1) der Oberfläche von 8, die wir 0 nennen 
wollen , 2) der Oberflüche der Kugel 0'. Dem entsprechend 
zerfällt jedes der F'lächenintegrale in zwei, und die Gleichung 
(7) lautet, wenn wir das Integrationsgebiet durch einen dem 
Integralzeichen angehängten Index bezeichnen : 

r m cl (cos k1·) l j ' t{J cl (cos /;;r) l _r:- --- C.(u - 1-- - -- c,. (•J 
, o dn 1· • rJ dn 1· 

(7') 
/

, cos /;;r d y:; } ' cos /.;r cll11 . = --- dw+ -- dw 
. o r d n i'J 1' d n 

Drückt man das F lächenelement der Kugel o durch Potar
coordinaten aus: 

clw = 0'~ sin .'J.d:J·d1p 

und beachtet, dass an der Kugelfläche 1· = o ist und n, die 
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nach dem Innern von 8 1 gerichtote Normale, mit r zusammen
fällt, so wird : 

~ cos k1· d1P j'1!'2u: cos (l.; c)') (d'P) ... . , , ,---.- düJ = . -· o·sm:Jd:Jdrp u 1' d n o • o o eh · r = r)' 

= v cos (kv)J, 
wo 

J = j'n f
2
n (d 

1.p) sin .:J cl:Id rp 
• o J o dr 1-=ä' 

ist. An der Kugel o wird ferner 

_:!__ (cos kT) = [!!_ (cos k1·)] = _lt;o sin (koJ .• + cos (ko) 
dn 1' d?' 1' 1'=0' 0" ) 
daher 

I' l'J'i d (cos k?') l , . 7 s) ( 1 .\' J J .~ -l - --- a w = - [lco sm (tcu + cos tcu ) 1 , 
• v c n T 

wo 
J1 =j'n: f 2

n 1]1 siu .:J·d .'Jdrp. 
' 0 J 0 

Endlich können wir das über 8
1 

erstreckte dreifache Integral 
ersetzen durch ein solches über 8 , vermindert um das über 
das Innere 1{ der Kugel o crstreckte Integral 

!J/1. eos (h) 
J2 = . - - .-" - (\7 ljJ + k2lJf) dx dydz . 

• il 1 

Dm·eh Einführung räumlicher Polarcoorclinaten wird das letz
tere: 

1•1!·211: ;·U' J2 = sin (}d:Jdrp (\)' lf1 + k~ 1P) cos (kr)1·dr; 
0 t 0 0 

und man sieht zugleich, claös J2 endlich ist. 
Nach Einsetzung vorstehender Ausdrücke gebt Gleichung 

(7') in folgende über: 

(7") 

!c d (cos lc1') , . s) (7 s)]J 1P - -- dw - [ko sm (ku + cos 11;u 1 , o d n 1· 

_ 1. cos 1c 1· d lJ.f d -~ ( 7 -~) J - --- (() + U COS ! CU • o 1' dn 

j('( r cos lc 1' + JJ s- ·1.-· (\)'1[1 + lc2lJf)dxdydz- J2. 
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Die Gleichung (7") gilt für j eden Werth von o und bleibt 
bestehen, wenn mau o beliebig verkleinert. Wird sch\iesslich 
Ö = 0, so verschwindet das Integral J~, vomnsgesetzt, dass 
1P und V 1P in der Nähe des P unktes a, (1, ?' endlich sind . 
Ebenso wird u cos (l.;ä) J = 0 für ä = 0. Endlich ist 

lim,y ~ o J1 = 4 'll; lJfa . 

Denn für Ö > 0 ist 

J 1 = (IP) frr:j•2n sin :Jd:J·d rp = 'ln (IF), J 0. I) 

wo (lJ') einen Mittelwerth dm:j enigen Werthe bezeichnet, welche 
1Jf an der Kugelfläch e o annimmt. Für o = 0 r educirt sielt 
die Kugelfläche auf den Punkt a, (1 , y, der Mittelwerth (IP) 
daher auf den w erth) ueu q.r in a, (3, r annimmt) d. h. auf 
lf.J a. Somit folgt aus (7") für o = 0: 

f r 1J..f _:!__ (cos k'J:) d (r) - 4 1t: 1p J o dn r a 

(7'")1 .f cos lcr d 1J..r iJJ' cos /.;1· . , . = --. - -
1 

dw+ .--. - (\J1f.I+lc' 1]I)d:t clydz , o 1 c; n • . , .s 1 

und diese Gleichung ist mit (7 ") identi sch. (7il), die nur ein 
specieUer Fall von (7") ist , enthält eine Verallgemeinerung 
des 1Iuygens'schen Princips. 

15) Zu 8 . 29. Das hier üb er ui o Doppelschicht Gesagte 
ist nur unter der Voraussetzun g correct, dass die mittlere 
Krümmung der Fläche an dem E lemente clw verschwindet. 
Ist diese Voraussetzung nicht erfüllt, so bedürfen die Angaben 
des Textes einer kleinen Modificatiou, die im Folgenden ent
wickelt werden soll. 

Wir denken uns in a llen Punkton der Oberfläche 0 von 8 
die Normalen gezogen unu tragen auf allen nach aussen und 
innen die Strecke -~ s ab. Die Endpunkte der äusseren Nor
malen mögen die l;,läche 0', dio der inneren die Fläche 0" 
bilden. (Für ein const antes 8 sind 0 ' und 0 " P:wallol-Fläohcn 
von 0. ) Sind dw, dw', dw" cutsprecllendo Elemente der drei 
Flächen, d. h . wird clw', resp. dcu" aus 0 ', resp. 0" durch di e 
im Umfang von dw errichteten Normalen ausgeschnitten, so ist 

clw' =dw(l +IJ), dw" = clw (l-1)), 1j' ='Js (~i + 1~J, 
falls B und B 1 die Hauptkrümmungsradien von 0 an dem 
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Elemente d w be~eichnon. N nn denke m~n die Fläche 0 1 mit 

"·[ D' h . k . l 'F . h II u asse von der 10 · tJg e1t - - - 1 dw Fläc e 0 mit 
Ii 1 -1- 'Y) 

l I d D. l . 1 . l. l [1 d f d so c 10r von er 10 1tJg teJt - belegt 1 so ass au eu 
c l - '1) 

Elementen dw 1

1 dcu" gleiche Massen, doch von entgegenge
setztem Vor~eichen, ausgebreitet sind; man nenne ferner 1'

1
, 

resp. 1·" die Entfcmung eines Punktes .x, y, z von dcu 1

1 r esp. 
dvJ ". Dann ist das Potential der F'läche 0 1

: 

/ '1 1f1 l 1 cos (kr
1

) j'l , rr .l cos (lc1.1) - --cw 1 =- rGW 1 
• 13 1 + 'Y) 1' c 1' 

1 

das der Flilche 0" dagegen : 

/
•t .5'-.1_ dw" co~-(~ r ") - } :.!:. lf'dvJ cos (~h") . 

• 13 1 - 'YJ 1' 13 1,1
1 

J\{itbin ist das Potential der auf den beiden Flüchen 0 1

1 U" 
ausgebreiteten Massen: 

J'qr 1 [cos (h") _ ~~h1)] l 
. . Ii 1' 11 1,1 ( w . 

Um das P otential der Doppelschicht zu erhalten, müssen wir 
~ur Grenze 13 = 0 übergehen. Ist nun 1· die Entfernung des 
Punktes .?:1 y, z von cl w, j'(1') eine beliebige Function von 1·, 
so ist 

. / (1·") -f (r ' ) c~f (r) 
hm - --- = -

c=n 13 dn ' 

falls n die innere Normale von 0 ist. Daher ist das Poten
tial der Doppelschiebt: 

1\p _:!__ (c~s (h)) dcu. 
dn 1· 

16) Zu S. 29. Das Potential einer gleichmässig mit Er
regungspunkten belegten Kugelfläche vom Radius R ist filr 
einen im Abstande r;: vom Kugelmittelpunkte gelegenon Punkt: 

j'n;'121
' cos (IeT) 1P = q R} sin J·1 cl.{J1 drp1 , 

0 0 1' 

wo 
1 ·~ = R 2 + r;: ~ - 2_Rr;: cos .:J, 

ist 1 während q die constante Dichtigkeit der Kugelbelegung 
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bezeichnet. Liegt der betrachtete Punkt im Innern der Kugel, 
i;;t also !,? < R, so giebt die Ausführung der Integration: 

lfi = 4 ~t:l[~_s i~_(_/t;_l,? ) ~os_(l~R). 
k (! 

Andererseits ist das Potential <[.i , eines von zwei concentrischcn 
Kugeln mit den Radien R, R 1 [B, > R] begrenzten Raumes 
von der Dichtigkeit 1 für denselben P un kt f.!: 

1/ly•lT.J•27I cos (h) 1.[11 = . -- q~df.!, sin U, d.:J , d1p,, 
l 0 0 1' 

WO 

1·~ = e~ + ei - 2f.!q, cos :J,. 
Durch Ausführung· der IntegTation folgt : 

1f1 _ , ,. sin(lce) 
-'±n ·-- X ' e 

kn, sin (lcR, ) + 3os (lc l l- ,) -Ol sin (l.; B ) -- cos (Un 
/.;" 

Die Vergleichung von 1Jl und lJ.1 1 zeigt, da~s man im All ge
meinen q stets so bestimmen kann , dass für a lle Punkte im 
lnnern der Kugel R <(1' = 1F1 wird, cl . h. dass man die Wir
kung des von den concentrischen K ngcln begrenzten Raumes 
für alle im Hohlraum gelegenen Punkte durch eine Obcr
fliichenbelegung ersetzen kann. Eine Ausnahme bilden j edoch 
di e Werthe von k, fi ir die cos (l.;R) verschwindet. 

1 7) Zu S . 31. Betreffs der Ableitung dieser Formel vgl. 
Poisson's Mechani k, Band U, l3uch VI, Oap. II, § G 5\l. 

18) Zu S . 32. Die Worte »Üieselbc lletrachtnng « könnten 
vielleicht Anfüugern Schwierigkeiten bereiten. Gemeint ist, 
dass das Vorhandensein fe&ter Körper in endlicher Entfernung 
das vorhergehende Uesultat nur iu so fern moclificirt, als ~{ 
und c andre F unctioncu von w und {} werden , wührend die 
Form von 1P ungeänclert bleibt. Begrüntlet wird das damit, 
dass man das Vorhandensein solcher Körper durch Annahm e 
gewisser Kräfte, d. h. durch 1\.nnal.Jmc neuer Erregungspunkte 
ersetzen kann. - Dass an der Oberfläche eines festen Kör
pers die zu j ener F läche senkrechte Gescbwincligkeitscompo
nente verschwindet, ist ans cl er Hydrodynamik bekannt. 

19) Zu S. 33, 40 uncl 5C. Vgl. auch hierüber P01:iison's 
Mechanik, 'l'heil II, § 663. - Dass hier und auch spiiterhin 
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öfter derselbe Buchstabe n zur Bezeichnung der Schwingungs
zahl und zugleich zur Bezeichnung der Normale gebraucht ist, 
wird das Verständniss nicht stören. 

20) Zu S. 34 und 35. Beschreibt man um die beiden 
Punkte a, b kleine Kugeln und schliesst das Innere derselben 
von dem Integrationsraume aus, so kann man auf den it.brig 
bleibenden Raum unmittelbar die Gleichung (71>) anwenden. 
Die über di e Oberflächen der Abschliessungskugeln erstreckten 
Integrale ergeben dabei die rechte Seite der Gleichung (9), 
doch mit en tgegengese tztem Zeichen. Die Ableitung ist der 
in Anmerkung 14 S. 9 3 entwickelten ganz analog. 

Bei der Ableitung der Gleichung (9 ") [S. 3 5 unten] hat 
man nur den Punkt b mit einer kleinen Kugel zu umgeben, 
nicht aber das Flächenelement da, da lJf nirgends unend
lich wird. Daher fällt das auf der rechten Seite von (9 ) 
stehende Glied - üc A (]) a cos (2 1cn t) j etzt fort. Ferner ist 
zu beachten: Während die Integrale auf der linken Seite von 
(9), über di e Oberfläche der festen Körper erstreckt, vorher 
Null ergaben, ist das j etzt bei dem zweiten dieser Integrale 

ni cht mehr der l~all, da (/lJ.f an dem Elemente da nicht ver-
dn 

schwindet; allerdings reducirt sich das in Rede stehende In
tegral auf ein Element. Demnach tritt an Stelle der Gleichung 
(9) zunächst fo lgende: 

(9') 
( j . d(J) j' . dt{.f 
J lJ.f - dlrJ - (J> - dcv - (j) 11 ß cos (21cnt)da 
) · ein dn 

l = 1 1c.AlJ.fu cos (2n:nt), 

wobei die Integral e auf der linken Seite von (9 ' ) nur über 
die Oberfläche der Kugel vom Radius ~ zu erstrecken sind. 
Da die Differenz j ener Integrale von t unabhängig ist, so muss, 
damit (9') für beliebige t gelte, die Gleichung (9 ") stattfinden. 

d (j) d lJ:f 
20") Zu S . 34. In der Gleichung für lf1 - - (j) -dn dn' 

die aus (Sb) und der letzten Gleichung S. 3 3 leicht folgt, 
wenn mau beachtet , dass an der Kugel vom Radius (! n die 
entgegengesetzte Richtung von (! hat, fehlt im Original rechts 
der Nenner (/. Ebenso musste j ener Nenner in der dritten 
Zeile 8 . 3 5 hinzugefügt werden. 

2011) Zz? S. 35. Die Gleichheit des Phase~unterschiedes 
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(j)" a 
folgt daraus, dass der letztere durch die Verhältnisse (j)'; 

P"b . 
und lJ.fl b bestimmt wird. 

21) Zu 8. 37. lf' ist von der Form 

lp = lf'' cos (2n:nt) + lf'" ~in (2n:nt), 

wo lJ1 ' und lJ1 " der Gleichung (3 h) S. 19 genügen. Für ebene 
Wellen, die sich parallel der Axe .1: fortpfianzen, ist lJ1 von 
y und z unabbii.ngig, die Gleichung (3b) reducirt sich daher 
auf: 

und ihr allgemeines Integral ist 

lJ1
' = ll1 cos (Iex) + N sin (Iex) , 

worin M und N willkürliche Constanten sind. Da P" dieselbe 
Form hat, nur mit andern willkürlichen Constanten, so enthält lf' 
vier willkürliche Constanten, die im 'l'ext mit Aj k, B, 91/ le, )8 
bezeichn et sind. Kann man noch über den Anfangspunkt der 
Zeit willkürlich verfügen, so heisst das, mau kann statt des 
ursprünglichen t setzen t + c, wo c willkürlich ist. U eher c 
kann man dann so verfügen, dass nach Auflösung der tri
gonometrischen Functionen der l~'actor von sin {2 7~ n t) ein 
Glied mit sin (k .1:) nicht enthält. So erhält man den Aus
druck ( 10) für lf'. 

22) Zu 8 . 38. n, die nach dem Innem des betrachteten 
Raumes gerichtete Normale, hat an der Mündung die Richtung 
der negativen, an dem Endquerschnitt die Richtung der posi
tiven x-Axe. Au letzterem Querschnitt hat zugleich di e zu 
iuteg rirende Function, da sie nur von .1: abhängt, für alle düJ 
denselben W erth, das Integral reducirt sich daher auf 

lJi - - <JJ- dw = lfi - -- (JJ~ Q ( 
dm dlf') / ' ( cUJ) . dlJi) 
dx d.1: . dx dx ' 

und hierin ist (J) = cos Iex, für 1Ji aber der Ausdruck ( 1 0) 
d(]) 

zu setzen. An der Mündung ist x = 0, (lJ = 1 -- = 0 · 
' dn ' 

doch hat dort t(i nicht für alle dw denselben Werth, viel
mehr ist dort für lf' der Ausdruck ( 1 Ob) zu setzen, in dem 
lJ1 ' und lJ1 " Functionen von y und z sind . 

7* 
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23) 7:u S . .'ID und 43. Da f[) von !J nntl z unabhängig 
ist, so ist 

clf/l 
dn 

d (/) d.?; 

1/ :-c dn 

il (j) 
cos p. 

d.?; 

In der Glcichuno· für f1V d (j) cl (V wie in den Gleiclnnwen 
o • dn ' o 

(ll) unJ (11 "), haben die mit /,; mnltiplicirteu Integrale im 
Original das Zeichen + statt - - . 

2 'lJ Zu 8. 40. Die Gleichung ( ll h) leitet man am besten 
clirect ans (7) nach der in Anmerkun g 14) (S. 931 entwickel
ten Methode ab, wobei w beachten ist, Jass lf1 der Gleichnu g 
(:3 h) S. 3 8 genügt. 

Drei Zeilen nach Gleichung ( 11 ;,) steht im Original fäl sch-

!. 1 d lJ.i if:t d (f) I l d l' l d I JC 1 (j) -l - . - l- , wä u em aus em 'o gen en 10rvorgell1; 
1 n c. n ' 

dass 0: das über di e KugelfHichc [! erstreckte Integral der 
d f]) d '11 

J<'unction rv-, ~ - fD -
1
- bezeichnet. Dass 0: von der Zeit 

ü.n c..n 
unabhängig· ist, ergiebt sich aus cler S. 34 abgeleiteten For
mel, da f{J und 1F für Punkte der sehr we it entfernten Ku gel 
die Form (81') annehmen . 

25) Zu 8 . 41. Dass die erste Gleichung (tl<l) ans deu 
beitlen andcrn mitteist des 'l'heorems (7") folgt, ergiebt ~ich 
am einfachsten daraus , dass ( 11 h) und ( 11 ") a ls Folgerung 
aus (7d) nnd (7") angesehen wenlen könn en. 

2ü ) Zu 8 . 42. Zur Erläuterung· di ene fo lgcmlc Bemerkun g. 
Die Gleichung ( l1 °) gi lt, in welchem Punkt des betrachteten 
Raumes auch der Punkt a, (1 , I' liege, also auch noch, wenn 
dieser Punkt auf di e Kuge l mit dem grosscn Hadius [! rückt . . 
Ferner drückt in ( 11 °) r, die Entfernung des Punktes a, (1, y 
von einem Punkte der Röhrenöffnung aus, d. h . von einem 
Punkte, für den .?; = 0 ist, während y und z sehr k leine 
Werthe haben. I n dem in Recle stehenden Falle wird daher 

r; = [! 2 cos2 w + ([! sin w cos .:J· - y)t + ((I sin IJJ sin ,'J - z)"l 

. = (12
- 2 (I c + '!/ + ;:;~' 

cl . 11. 
1 

1·, = (I - 1::, r, - (! , 
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c'l 
falls man Grössen von der Ordnnno· gegen 13 , solche von 

" (! 
13 1 

der Ordnung -, gegen - vornaohliissigt. 
(!- (! 

Dass hier der Buchstabe w in doppelter Bedeutung ge
braucht ist, nämlich einerseits zur lle~eichnnng des Winkels 
zwischen (! und der x-Axe, andererseits zur Bezeichnung des 
lPlächenelements (dw), ist zwar unzweckmässig, stört aber das 
Verständniss nicht. 

27) Zu S. 42. In J en beiden folgenden Gleichungen hat 
der Factor J.lf1 im Original falsches Vorzeichen. 

Hinsichtlich uer letzten Gleichuug 8. 42 ist wieder zn be
achten, dass n und (! entgegengesetzte Vo rzeichen haben. 

2 8) Zu ,<::,'. 44 und 4ü. Zu den Entwickelungen 8 . 1l'l 
unu 45 ist Folgendes zu bemerken. Mit demselben Hechte, 
wie beim Uebergang von GleiehHu g (11 ) zu (12) das Glied 

kj'<p' sin kx cos (J dc<J vern:.tehlässigt ist, müsste beim V eher-

gang von (11~) zu (l~;') das Glied !cf'P" sink x eos (3dw 

fortbleiben. Dass lhsselbe hingeschrieben ist, hat wohl darin 
seinen Grund, dass gezeigt werden soll, von welcher Grössenonl-

J·c(iji" 
nung das zu vernachlässigende Integral . d w ist. Uebri-

• clx 
gens hat das zweite Glied der rechten Seite von ( 12a), ebenso wie 
das entsprechende Glied von ( 11 a), im Original falsches Vor
zeichen; desgleichen das erste Glied der rechten Seite von 
( 12°), welche Gleichung· aus der zweiten Gleichung ( 11 r), ver
bunden mit (12 ~) , folgt. Auch in (12 c) sind zunächst mehr 
Glieder beibehalten, als schlie~slich gebraucht werden, um die 
Grössenorduung von 1Ji1 zu ermitteln. - In der zweiten Zeile 
nach Gleichung (t2b) ist im Original (tl ;') statt (!2;') citirt. 

Die Gleichung für -q;, (8. 45, Z. 7) leitet man besser aus 

der zweiten Gleichung ( 11 d) statt aus (1 t 0 ) ab . Um 1P', d. i. 
den Werth von P' für Punkte der Röhrenöffnung, zu erhalten, 
muss man den Punkt a, (1 , y, der in ( 11 '1) ein beliebiger Punkt 
des dort betrachteten I\aumes war, in einen Pnnkt der lWhren
öffunng verlegen. 1·, stellt dann die Entfernung zweier Punkte 
der HöhrenöJfnung vor, lc1·, ist daher von !ler Ordnung !.; 13, 
und cos (lc?·,) ist = 1 zu setzen. Das letzte Glied der zweiten 
Gleichung (11 dJ kann man schreiben: 
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Je j' cl 1[>" sin !er, - - -- --- dw· 
2 d.'C IeT, 1 

sein absoluter Werth ist kleiner als der absolute Werth von 

/;; j'd if.J" 
- -- llc<J 
2. dx ' 

und daher ist [nach (12")] auch dies Glied zu vernachlässigen. 
Damit geht die zweite Gleichung· ( 1 1 dJ unmittelbar in die 
Gleichung für lJ>' über, wenn man ?' statt 1·, schreibt. 

Die Grössenordnung von 1J>' übersieht man am einfachsten, 
wonn man in dem Integral für lJ>' Polarcoordinaten einführt, 
deren Pol der in der Röhrenöffnung liegende Punkt a, fl, r 
ist. Dann wird dw = nlrd.:J, 

<J:I ' - 1 J1c!IP' l. l 'l. . --- -- l?C.v . 
2 n: dx 

Andererseits giebt die Gleichung ( 12) nach .Einführung der
se lben Polarcoordinaten : 

j ''{difi' j('{difJ' -
A Q = J dx ?'drd.()· = (1· ) J dx dnlJ· =- 2n(r) 1l", 

falls (r) einen Mittelwerth von r darstellt. Da (r ~ von der Ord-

. t · tro d A Q nung e IS , so 1st r von er Ordnung -- · 
e 

29) Zu S. 47. Zur Erläuterung diene folgende Bemerkung. 
lJ.>' ist der Factor von cos (2n:nt) in (10) oder (12g), resp. 
in ( 121'). Für lc = 0 gehen jene F:actoren über in 

AQ 1 
a) lJ.>; = Ax + B = A (x-a), resp. b) lJ>~ =- 271; · 'i · 

Dass 1f1' als das Potential der Elektricität in einem sta
tionären elektrischen Strome von der Intensität J = A Q an
gesehen werden kann, ergiebt sich so. Damit P' ein der
artiges Potential ist, muss lJ>' der Gleichung \7 lJ>' = 0 
genügen; ausserdem muss das über irgend eine Niveaufläche 
erstreckte Integral 

j ' cllF' 
- l. - clo, c n 

worin n die Normale der Niveaufläche ist, für alle Niveau~ 
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flächen denselben Werth haben. Denn dies Integral ist pro
portional der durch die Niveaufiäche in der Zeiteinheit strö
menden E lektricitätsmenge. Setzt man für P ' den Ausdruck 
a) , so ist die Niveaufläche der Querschnitt Q der Röhre, n 
fällt mit x zusammen, daher ist der Werth des Integrals 
= A Q. Nimmt man für "P' den Ausdruck b), so ist über 
die Halbkugel vom Radius ~ zu integri ren, und n fällt mit ~ 
zusammen. Auch dies Integral giebt daher A Q. Das in 
Rede stehende Integral ist zugleich das Maass für die Inten
sität J, und zwar ist J gleich j enem Integral, mnltiplicirt mit 
dem Leitungs vermögen. Ist letzteres = I, so ist das Integral 
gleich der Stromstärke J. 

29") .:Cu S. 47 und 48. Um die Formel (12;) zu erhalten, 
hat man zunächst das Potential für den unendlichen Haum zu 
beiden Seiten der isolirenden Ebene zu such en. Zu dem 
Zwecke führt man statt der rechtwinkligen Coordinaten :r, y, z 
elliptische Coordinaten durch die Gleichungen ein: 

:c = t cos {} ) y = y u~ + t~ sin .(} cos rp ) 

z = Y R~ + t2 sin .:J· sin 1p . 
Dann erhält man für t = 0 : 

X = 0 , y2 -1- Z~ = Jl2 Sill~ .:J· < Jl2 , 

während für iJ· = 
7
c 
2 

x = 0 , y2 + z'2 = R 2 + t2 > R~ 

wird. t = 0 giebt daher alle Punkte der kreisförmigen lei-

tenden Oeffnung, während t ~ 0 , iJ· = ~ die P unkte des 

isoUrenden 'l'beiles der yz-Ebene giebt. Transformirt man 
die Potentialgleichung· v l.Jf' = 0 auf die Variabeln t, iJ·, 1p 
und nimmt ferner an, dass !Jf' von iJ· und 1p unabhängig ist, 
d. b. dass alle notationsellipsoide t = Const. und damit auch 
der Kreis t = 0 Niveanfili.chen sind, so erhält man für lJf ' die 
Gleichung dlJf' 

d(R~ + t2
) - 

dt 
dt = o. 

Ihre Lösung ist ( t ) 
!Jf' = Garctg ,Jl + D , 
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wo C und }) willkürliche Gonstanten sind . Damit für sehr 
weit entfernte P unkte auf der Seite der positiven x, d. h. 

11: 
fiir grosse positive Werthe von t (,9· ist stets < 2 zu nehmen) 

1F ' uiesclbe l~orm hat wie in Anmerkung 29) S. 102, nämlich 

·u• J l J 1 
, ,_~ · - - - 0 - - - --· 0 -

. - 2 7L' (! - 27C t 1 

muss 

0= - !_ D =-~- u:-0 
271;Jl ) 

sein , so dass 

1[I' = - - ·--- -~ - 11: - arct.g -J [ t J 
- 27L'R 2 R 

wird. _Für t = + oo wird lf1 ' = 0 , fü r t = - oo dagegen ist 

'F' = - __!___ · 7C = - J -
- 21cl-l 2U 

'> Jl' ist somit die Potentialdifferenz des ganzen betrachteten 
~ " 
]{anmes. 

Anuererseits ist in einem Cylinder vom Querschni tt Q das 
Potential [vgl. Anmerkung 29) S. 102] 

111 = J ?' + B 
- (,),' ~ ) 

die Potentialdiffe renz für einen Cylinder von der Läng·e l also 
J = Q l . Damit beide Potentialditfereuzen gleich werden, muss 

Q 
l =2R 

sein. 
30) Zu S . 48. 1l1 " ist der F'actor von siu (27ott) in 

( l 2g), resp. ( 121'). F ür lc = 0 ergeben diese beiden F aotorcu 

1[1" AQ 
-,r =- 2u: . 

31) Zu S. 48. I-Iier steht im Original fälschlich (12') 
statt (12g) _ - Die Ueberschrift von § 7 fehlt in den • Wissen
schaft!. Abhandlungen •. 
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32) Zu S. 4fJ . Formel (13b) ist im Original wie in den 
• Wissenschaft!. Abhandlungen • umichtig. 

33) Zu S. 50. Dass der Punkt, von dem die rodncirto 
Länge a- x gezählt wird, vo r der Oeffnnn g li egt, setzt 
voraus, dass a positiv ist. 

34) Zu S. 5! . E s folgt dies unmittelbar darans , dass 
a~ L 2 + J2 von x un abhängig ist. 

Maximum der Geschwindigkeit und der Verdichtung heisst 
hier: Maximum an derselben Stell e im Verlaufe einer Schwin
g ung, während vorher (S. GO) die Maximalwerthe !ler E lon
gationen~ mitbin die Maximalwcrthe der grössten Gesr.hwinclig
keiten der verschiedenen Stellen vergli cheil wurden. 

Dass tang (lca ) eine klein e Grösse ist , fol gt a us den Er
örterungen S. 4G . Dort ist gezeigt , dass, wenn der Quer
schnitt der Röhre von derselben Ordnun g ist wie die Oeffnung, 

B die Ordnung A l.i , 
1~ =- t:an g· (k a) demnach die Ordnung 

k c hat, also klein ist. Da lc2 Q von der Ordnung lc2 r;2 ist, 
so ist taug 1;, von der Ordnung Iee. 

35) Zu S. 52 und 53. Hier handelt es sich nicht, wie 
S. 50, um das Maximum oder Minimum des absoluten Werthos 

dlf-' 
von d x , sondern hier kommt auch das Vorzeichen in Be-

tracbt. 

wenn 

dlf..i 
Aus (1 3) folgt, dass -t für t = 0 ein Maxi mum ist, 

G .?; 

coslc(x-a) =+l, d.h.lc(a - .?:)=2n11; , a -x =nJ, , 

ein Minimum, wenn 

cos k (x- a) = - 1, d. h. lc(a - .x) = (2n + l)n· , 
a- x = (n + 1) Ä • 

Das über die Geschwindigkeit im freien Haum Gesagte 
folgt so. I-Iier gilt für '15 der Ausdruck (12h) S. tl6. Daher 
ist die Geschwindigkeit 

cl'P = AQ[~sin(ke-2_71~~ t) + ~~(ke ,, 211;nt)]. 
d(l 2 n: (l (l" 

Für grosse (! ist angenähert: 

dlJ5 A Q/;; sin (ke - 2m~t) ct i= 2n: - ----- C! ) 
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und dieser Ausdruck ist für t = 0 ein .Maximum, wenn 

sin lc(l = + 1 , d. h. lc(l = (2 u + l) 11: , e = (u + J) A., 

1 
für t = - dagegen, wenn 

4n 

cos!.: (! = - 1 , d. b.lc(! = (2b -\- l) 7r:, f! = (b+ ~-)A. 

Auch bei der Verdichtung handelt es sich nicht , wie 
S. 5O, 51, um die Maxima der absoluten Werthe von ~, sou
dem auch hier kommt das Vorzeichen in Betracht. Aus 14) 

fol gt, tlass, fur t = -
1
- , Tj ein Maxim11m ist, wenn 

4n 

sin h:(:c-a) = + l , d. h. lc(a- :v) = (2 a - -~) 11: , 
a -:v = (n - t)A 

ist. - Der Werth von f) in den entfernt{lren '!'heilen des freien 
Raumes ergiebt sich ans ( 1211) : 

~ = _ _!_0_!_ = + AQlc s~n (k_(2 _- ~n:nt) 
n2 cl t :!. 71; lt {! ' 

nnd dieser Ausdruck ist für t = -1
- ein Maximum, wenn 

4n 

lc(! = (2b + l )1r:, (! = (b + -~V·, 
1 

fiir t = 
2

n dagegen, wenn (! = (b + -:})J, . 

Zu S. 53 Zeile 9-14 von unten ist Folgendes zu beachten. 
Die Maxima der Geschwindigkeit stehen still zur Zeit t = 0; 

;., 
dann ist nach (1 41' ) lc x= lca - an, a- x =a2; an 

diesen Stellen sind · aber nach S. 50 die Elongationen am 
grössten. Die Maxima der Geschwindigkeit eilen vorwärts 

zur Zeit l =-
1
-; zu dieserZeitist nach (141

') 
4n 

71: 
lcx = -(2 a + 1)- , 

2 

A. 
-x = (2a + 1)4 , 

während an den Stellen a - x = (2 a + 1) ~ die Elongationen 
4 

am kleinsten sind. Für die Maxima der Verdichtung und da
mit für die des Druckes ergiebt sich das Analoge aus {14 °). 
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36) Zu 8 . 55. Der Ausdruck für 1: (Z. 7) folgt so: Aus 
( 15a) ergiebt sich 

Ist 

lc~ Q sin lcl cos ka 
sin 'C = ::-;::;-::;::=;?::::==;;=;=~=.=;===:=:=;;==.=;::;=;==:~ V lc'' Q~ sin~ lcl cos~ lca + 4. 1c~ cos2 lc(l + a) 

k(l + cc) = (a + }) 1c, 
so ist 

sin lcl = (- J)n cos lca. und sin ~· = (- l)0 
1 

somit 
'C = (- l) 0 ~· 'lC . 

Dass cos lc a nur mit Q verschwindet, folgt ·aus ( 121) und ( 12°). 

Für cos /ca. = 0 1 tang ka. = oo 1 ist ~ = oo 1 also B = oo, 

da A von 0 verschieden ist. Andererseits ist QB endlich 
[vgl. (12°) S. 45], so dass B = oo auch Q = 0 erfordert'. 

Dass die Vibrationen der Schwingungsmaxima in der Röhre 
sich von denen der mitgetheilten Bewegung um eine Viertel
Undulation unterscheiden, ergiebt sich unmittelbar daraus, dass 
die Bewegung der Luft am Orte einer Knotenfläche mitgetbeilt 
wird, in Verbindung mit dem S. 50 ausgesprochenen l~esultat 
über die Phasen der Bewegung am Orte der Maxima und 
Minima der Schwingung. Das über die von der Oeffnung ent
fernten Stellen im freien Raum Gesagte ist indessen nicht l"ich
tig. Denn dort ist [ vgl. Anmerkung 3'1)] die Geschwindigkeit 

dlf! AlcQ sin (k(>- 211:nt) 
dr: = 2;C-- Q 

und für (> = aJ., d. h. !er: = 2 tl n: , wo a eine ganze Zahl, 
wird 

( ?r) 
dlf.' -AlcQ sin 2n:nt AkQ cos 21cn t + -~ 
cZe = 21c -~-- = 2'lt: e 

d. h. für die um ganze Wellenlängen von der Ootfnung ent
fernten Wellen im freien Raum ist die Phase der Bewegung 
von der der Schwingnngsmaxima in der Röhre um eine Viertel
Undulation verschieden. 

37) Zu S. 57. An dem geschlossenen Ende der Röhre 
muss die Gcschwindigkeitscomponente senkrecht zur Wand 
verschwinden. Dieser Bedingung genügt (/) nicht; daher 
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kann der angenommene Ausdruck ( 16") fiir rD für sich 
allein nicht das Geschwindigkeitspotential der gesuchten Be
wegung darstellen, wohl aber genüg t (j) + 1F allen Bedingun
gen, wo lJ5 der Ansdruck ( 12g) ist. Ein weiterer Grund für 
die Hinzufügung von 1-F zu (/) li egt darin 1 dass ohne j enes 

Z t 1. d d W 1 M I I . d .. d "nsa zg 10 d :v an t er iint ung stets versc 1wm en wur e. 

1
3 7") Zu S. 57. Der P hasenunterschied zwischen den er

regenden und den erregten Wellen ist nicht, wie im T ext 
angegeben ist, eine Viertel-Undulation 

1 
sondern eine halbe. 

Denn nach (1 ö") ist ·t·" - ·c = n:. 
38) Ztt S. 58. Behufs Anwend ung der Gleichung (!J ") 

lmmchen die Functionen (/) und 11' nicht für alle Punkt.o des 
betrachteten Haumes bekannt zu sein . Es genügt, zu wissen, 
dass (j) nnd lJ1 der Gleichung (ab) geni.igen, und dass an a ll en 

. dljJ dlJ5 . • 
festen Wänden -

1 
nnd -

1
- vorschwmden, nut Ausnahme des 

c n c..?t 
d m 

geschlossenen Endes der Röhre (.x = - l), wo zwar -d . = 0 
.. x 

d 1JI 
wird, -1- aber den gegebenen Werth 0 cos 12 1cnt) annimmt. 

c X ' 

N ur für den Punkt b nnd für .x = - l muss man die Form 
von W und lJ1 kennen. Nun ist W in uer Nähe des Punktes 
b gegeben: 

cos k?· (}) = ___ IJ cos (2 1cnt), 
1'b 

während (j) in der Nälto von :r = - l die Form haben muss : 

W = f cos lc (l + x) cos (2n:nt + c) 1 

wo j edoch f und c nicht bekannt sind. Von lJf weiss man, 
dass es überall, also auch im Punkte b, die Form hat: 

1f.J = 1JI ' cos (27cnt - 1:") + 1[.1" sin (2n:n t - ·c"), 

dass ferner in der Nähe vou x = -l 1P' und lJ5 " dieselben 
Werthe haben wie in (12 g) . Weiter ist zn beachten 1 dass 
der Gleichung (9°) die Annahme zu Grunde lag, dass nur ein 
FH~chenelement da eine gegebene Bewegung habe, dass aber 
hier an Stelle dieses Flächenelements die g!lnze Endfläche der 
Röhre tritt, und dass daher über alle E lemente dieser Fläche 
zu integriren ist. Da (]J für alle E lemente denselben W erth 
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l1 at, nämlich flJa. = f cos (2u:n t + c), so redncirt sieb das 
Integral nuf 

f/1~~, J d1u = f/Ja ·Cl. 

Die Anwendung von {9") giebt unmittelbar uie erste, r csp. 
die damit i<lenti schc z;weitc Gleiclmng S. 5H. -- Das~ 

V('V/,J~ + ('V'& r 
proportional <lern Factor A von ( 12~) is t , gilt ohne Weiteres 
fiir Punkte der Röhre im Bereich der ebenen Wellen, wi e 
auch nach ( 121') für Punkte des freien Raumes in grösserer 
Entfernung von uer Mündung. Dass diese Proportionalität 
auch fiir Punkte in der Nähe der Röhrenmünuung gilt, ist 
im Früheren nicht bewiesen, kann j edoch aus der Contiunität 
der Bewegung geschlossen werden. - Die Geltung der Glei
chung ( 15) folgt uarans, dass 1.P dieselbe Function ist, die 
S. 53-56 betrachtet war. - Die Grösse f, auf deren Werth 
aus ( t 7") geschlossen wird, stellt die Elongation im tieferen 
Enuc der lWhre, also die Resonanz der letzter en dar. 

S. 59 Z. 19 ist das im Original fehlende Wort • r euucirte « 
eiugescbaltet. 

38") Zu S. 5!J. Zur Erliiu terun g diene folgend e Bemer
kun g. Um direct die früheren Formeln anwenden zn können, 
führ e man zwei Coonlinatensysteme ein, deren Anfangsp unl<to 
in den Leiden 1\fümlungen liegen, und deren x-Axen ent
gegengesetzte ]:{ichtnngen haben, so dass, wenn l die Lituge 
der lWhre ist, :c

1 
= - (x + l ) wird. Der tönende P unkt 

li ege in dem '!'heil des Luftraums, in dem x positiv ist. Das 
Geschwindig·keitspotential der durch di esen Punkt erregten 
Bewegung ist für den Raum .?: · 0 durch ( 16), für uas Innere 
der Jiöhre durch f/J + 1P dm·gestellt , wo (/) der A usdruck 
(16"), 'P der A usdruck ( 12g) ist. Doch gelten j etzt nicht 
mehr di e Gleichungen (lßb) un d (lßc) . 

Im zweiten 'fheil e des freien Raum es (x , > 0) ist kein 
tönender Punkt vorhanden. Das hi er existi r end e Geschwin
digk eitspotential ('P) und seine Fortsetzung (1V1) im Innern 
der Röhre sind durch (12 11), r esp. (12g) bestimmt, falls man 
in diesen Ausdrücken .?.: durch .?:.1 er setzt und zugleich den 
Gonstanten A, a and ere Werthe A 1, a, beilegt. Die Be
dingung der Aufgabe ist dann, da (lF1 ) dieselbe Bewegung 
wie (/) + lJ1 darstellen soll, dass im Bereiche der ebenen 
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Wellen, also etwa für x = .x1 = - f 1 

(f) + p = (1Ir
1

) 
1 

d(]) + d 1
F = d(lf

1
1 ) 

d .x d.x dx 

wird. Da diese Bedingungen für jedes t erfüllt sein müssen, 
so ergeben sich vier Gleichungen zur Bestimmung von A 1 a, 
A 1 , a1 aus den gegebenen Grössen G1 w" (S. 56). 

39) Zu S . 60 und 61. Die Aufgabe, P' und lf1 " in der 
Nähe der Mündung für eine gegebene 1\öhrenform zu bestim
men, kann man im Allgemeinen nicht lösen. Daher beschränkt 
sich Bclmlwltz darauf 1 umgekehrt für gewisse W erthe der 
Potentialfunction 1 die so anzunehmen sind, dass alle früher 
entwickelten Bedingungen erfüllt werden, die zugehörige Röh
renform zu bestimmen. Eine solche mögliche Annahme ist 
di[J" 
- l·· = 0 für alle Punkte der Oetrnung. 
c..x 

(121) ergiebt sich aus der dritten Gle ichung· ( 11 a), die für 
beliebige Lagen des Punktes a 1 (J 1 r im Aussenraum galt, 
indem man diesen Punkt in die Mündung fallen lässt. Dann 

. d 7 1 1 
. sin lc 1'1 • 

wu tcr, se 1r dem 1 -T-· = L Zugleich ist die Continui
tc?·, 

tät zwischen den W erthen1 die 1P" aussen und innen annimml·, 
hergestellt. 

Gleichung ( 18) ist mit der zweiten Gleichung (11 dJ identisch. 
(1 8c) ist die Bedingung dafür, dass die Functionen lJ5 ' und Pi 
continuirlich in ein ander überg·ehen. Die Nothwendigkeit die
ser Bedingung ist in § 11

1 
S. 30-31, erörtert. 

40) Zu S. 62. Durch Einführung von Pol~rcoordinaten 
~, w an Stell e von y, z geht der Ausdruck 

dP 
d 2 1Jf cl'l lfl • 1 d~ dO 1 d~ 1Jf -.- + -.- lll - ---' - + ---
dy2 d z" ~ d~ ~'!. dw'1 

über 1 und da P von w unabhängig sein soll, so geht die 
Gleichung \7 lf1i + k~ lf1i = 0 in (1 8") über. 

Die Gleichung (1 9) enthält im Original einen Druckfehler; 
dort und in den »Wissenschaft!. Abhandlungen << steht fälsch
lich m2 + k 2 statt m2 - kg. 

Man erhält die Lösung (l 9) von (18"), indem man zunächst 
eine Particularlösung dieser Gleichung von der F'orm 
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a) X · Y 

sucht, wo X nur von x , Y nur von f.? abhängt. Soll der 
Ansdruck a) der Gleichung ( 18°) genügen, so muss 

_!:__ d
2 
X + k~ = _ _!:__ [ cl

2 
Y + ~ dY] 

b) X dx2 Y d(! 2 (! d(! 

sein, und das ist, da die linke Seite von r;:, die rechte aber 
von x unabhängig ist, nur möglich, wenn j ede der beiden 
Seiten von b) gleich einer Constanten ist. Nennen wir letztere 
m2

, so wird also 

c) dYY L dY " 
-
1 

,, + - -
1
- +m·Y= 0. 

L(!" (! C (! 

li'iir m = 0 wird Y = l, X = ~ sin /,;.x + B cos k .?:, filr 
II; 

andre Werth e von m dagegen 

U(m~) ist die B essel' sche F unction mit dem Index 0 und dem 
Argumente me, also nach der üblichen Bezeichnung 

U(m~) = J~ (m(!). 

Soll die gesuchte Particularlösung a) der Bedingung genügen, 
cz<J:f. 

dass - l 1 an der Wand des Cylinders verschwindet, so muss 
ln 

dU(m~) . 
- -- für Q = R

1 
verschwinden; d. h. mistder Bedingung de . . 

unterworfen, dass J~(mR1 ) = 0 ist. In der 'rheorie der 
Bessel'schen Functionen wird gezeigt, dass die Gleichung 
J~ (z) = 0 unendlich viele reelle Wurzeln hat; die boiden 
kleinsten derselben sind S. 63 Z. 2 angeg·eben. m kann daher 
ausser dem Werthe Null unendlich viel andre Werthe an
nehmen, und man erhält unendlich viele Particularlösungen 
von der l<'orm a); die Summe aller, j ede mit einer willkür
lichen Coustanten multiplicirt, giebt die allgemeine Lösung (1 9). 

Ans dem Umstande, dass die Gleichung· J~(mR1 ) keine 
imaginären Wurzeln hat, folgt, dass di e Constante, der beide 
Seiten der Gleichung b) gleich zu setzen waren, positiv sein 
muss, also, wie oben geschehen, = m2 gesetzt werden konnte. 
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Die zweite particuläre Lösung der Gleichung d) kommt 
hier nicht in Betracht, da uieselbe für ~ = 0 unendlich wird . 
Aus demselben Grunde war auch für m = 0 ll,ll setzen Y = I , 
nicht Y = A + B log !? • . 

4 1) Z u 8 . 63. An Stelle von Emax·V 111
'
2
- k" müsste, streng 

genommen, in ( 19) 

E? ex.Vm?- ki . '- 1"' e- x')lmi- k" 
m • 'm 

dW 
stehen; und damit für x = - l die Bedingung - = 0 er

d x 
füllt werde, muss für j edes m 

E' = e- ct l'JI;n2= f.:2E 

sein. Falls nun k und B 1 klein , l beträchtlich gross ist, 

ist e-2 lV m2
- k" für j edes m, auch das kleinste, verschwin

dend klein, also E' nahe = 0 . 
d (/) . 

4 2) Zu 8. 64. Dass -t- für ~ = B und .1: = 0 unend-
c .1: 

lieh wird , erkenn t man aus folgender Betrachtung : (JJ soll 
der Dilfereutialgleicltnng (! 8") genügen, am;senlem soll sowohl 
an der Röhrenwand (d. h. für (j = R, .?; <::: 0) als an der 
di e JWhrenöll'nung mnschliesseml en Ebene (d. h. f'iir x = 0 , 

d m 
(j > U) -t- verschwi nden. Um di ese Uronll,bedi ngnngen anf 

c n 
die möglichst einfache l 1'orm ll, tL bringen, fü hren wir an Siell e 
von :v, (j neue Variabole ?', {} ein: 

.?; = r sin ,'J· , q = ll -1- 1' cos .(f . 

Dann reducircn sich die Grenzh cdiu gungen auf folgende: 
cl (/) 
t 

n soll sowohl für (I = 0 als fiir ,'J· = .;l·'lC verschwinden. 
c.v · ~ 

Wir wollen ferner der ]tjinfachheit halber zunächst annehmen, 
dass f/1 statt der Gleichung (18°) der einfacheren Gleichung 

cl'l. (/J ct~ m 
a) -+-= 0 

dx~ clt/ 

geniigt, tli e, auf die Variabeln ?', U transformh·l·, in 

l·d(/) 
{.} d ?' ct~ (/) 

?' d1·- + ct{P = 0 b) 
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übergeht. Jede überall endliche Lösung dieser Gleicb\mg, 
die zugleich den oben erwähnten Grenzbedingungen genügt, 
hat die Form: 

c) W = Ari cos }J· + A/i cos }J + A~1·~ cos ~..'J + ... , 
wo .A, A 1 , A~, . .. willkürliche Constanten sind. Perner wird 

d (j) = df/J sin U + d (~! ~s {J 
d.1: dr dJ 1" 

= 5A.1.- } sin (-1-,'J) - }A,1·!• sin (1-.J ) - ···, 
und dieser Ausdruck wird, falls .J· > 0, für 1' = 0 unendlich 

. _, d ( 1')- '· ww ?' '' o er r: - 1. " • 

Nun genügt (/i aber nicht der Gleichnng (a), sondern der 
Gleichung ( 1 8°) S. 62. F'iihren wir auch in dieser T, .{)· an 
Stelle von x , (.! ein, so läss t sich dasjenige particuläre Integral 
der transformirten Gleichung, welclles dem ersten Gliede von 
c) entspricht, für kleine ?' in eine nach steigenden Potenzen 
von ?' fortschreitende Reihe entwickeln von der Porm: 

d) m =AT* cos }.J· + 1·~J. (J·) + 1· ~ j 2 (.J·) + ···, 
wo die f gewisse endliche, nur Cosinus der Vielfachen von 
-}..9· enthaltende Summen darstellen. Durch passende Bestim
mung der in den f enthaltenen Constanten kann man es er
reichen , dass j eder der Summanden von fli den obigen Grenz
bedingungen genügt. Aus dem Ausdruck d) aber ergiebt sich 

binsichtlich des Unendlichwerdens von d
7
([) dasselbe Resultat 

(t,X 

wie aus c). 
43) Zu S. 64 und 65. Zu den Entwickelungen S. 64 und 

65 ist Folgendes zu bemerken. Wie schon in Anmerk ung 39) 
(S. 11 0) gesagt ist, hantl.elt es sich darum, passend e Annall
men über die Functionen 1J1 ' und P" zu machen. Hinsicht
lich 1JI" i ~t das S. 60/61 geschehen. Für die früher mit 1P' 
bezeichnete Function, die jetzt im Innern der Röhre 1J1i, im 
Aussenraume dagegen noch P' genannt wird, ist diese Auf
gabe noch zu lösen. Die Annal~me 'I5i = (j) würde den Be
dingungen der Contiunität ( 18°) mcht genügen, da letztere die 
Erfüllung der Gleichung S. 63 Z. 8 von unten bedingen wür
den; und dieser Gleichung gernäss di e Coefficienten von (/) 
zu bestimmen , ist nicht möglich. Es ist deshalb eine andre 
Annahme zu machen, wobei zu beachten ist, dass der W erth 

Ostwahl's Klassiker. 80. 8 
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dlff ' 
von - - erst zu bestimmen, die Form von m und damit von 

d :& 
d f/J 
- aber gegeben ist. Als passende Annahme für 1P' uncl 
d .'C 
lJ.f'i ergeben sich die A l!sdrlicke (2Jü) und (2 1 dJ, in denen 

·:; j'i cos kr l l'i = - ----· ( (.<) , 
• 1" 

lc:~ j'lcoslc?' l 
. t =. --1.-- c.w 

gesetzt ist, währenu i den W erth ( 21 ;') hat, l aber mitte1st 
der l.letlingung (2 lb) zu bestimmen ist. Da für Punkte in der 
Nähe dor OeJinung cos !.:?' = 1 ist und daher Pt dort ein 
einfaches Potential darstellt, so kommt die Bestimmung von 
l auf eine bekannte Aufgabe der Potentialtheorie hinaus, die 
für den hier in l~'rage kommenden Fall des Kreises stets lös
bar ist (vgl. Haine, Handbuch der KHgelfnnctionen, zweite 
.A nflage, '!'heil II, S. t 30). 

Dass ' Ir' 11nd 1.V.i den Bedingungen (I 8"), (I. 81') und der 
ersten Gleichung (18") genligen, bedarf keiner weiteren :E:r
läuternng. Dass auch der zweiten Gleichnug ( 18") Genüge 
geschieht, beruht auf der bekannten Eigenschaft des l~'läehon
potentials, nach der, falls x die Normale in einem Punkte 
einer anzieheuuen Fläche ist, deren Potential mit V bezeich-

l"V 
not werde, .:__l =X- :bcx für kleine positive x wird, 

( .x 

d dV f I I . . h agegen -
1
- = X -f- 2 11:x ür t eme negat1ve .1::, wä rend 

C X 
X die normale Aur.ichungscomponente für den Fall clarstellt, 
dass x von vorne herein constant = 0 gesetzt ist; x bezeich
net die Dichtigkeit im Punkte .x = 0 (vgl. Heft 2 der Klas
siker, S. 24). Nun können in der Nähe der Röhrenmündung 
!'i und P1 als Potentiale der mit Masse von der Dichtigkeit 
~, resp. l belegten Oeffnung angesehen werden, und für diese 
Potentiale ist X= 0, da die anziehende Fliicbe in der Ebene 
x = 0 liegt. Es ist daher 

für kleine positive :z: : clPi . dPt ? l - l- = -271: ~, --=- ~7t . ' c x dx 

dl[.J' . 
- l- = -2n:(~ + l ); 
(X 
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. dl'.i ') . . . dP1 fü r k leine negative x . -~,- = + ~nz, - l- = + 2n: l, 
( .. ?; ( .1: 

d'F· ctm . . --J! =--;--:- + 2n:(z-l)= - 2'll:(i+ l) 
u .. c u .. ?. 

nach (21.'') . 
44) Ztt S . ()(}. Im Vorhergeilemleu sind 1F' und 1J1i durch 

(j) bestimmt. Von letzterer Function kennt man zwar di e Form, 
doch enthält der i\ usclruck für (j) [(I. 9), resp. (22)] unendlich 
vi ele willkürli che Constanten. Je mtch ·wahl derselben erhält 
man verschiedene l<'nnctionen tj) , und für j ede derselben lie
fert die Bedingung ( 1811 ) die Ji'o rm des nicht cyliudrischen 
'!'heiles der lWllrenwanu. Uic Bedingung ( 1.811) sagt aus, dass 
die Linie n in einer Fläche 'Pi = Const. liegt. Da n die 
Normale der .Röhren wand b e~:e i chnet, so bildet letztere eine 
zu allen F lächen 7J1i = Const . senkrechte Rotationsfl äche. 
Gleicllnng (22") ist die Uilfcrcntialgleiclmng, aus der sich für 
eine gegebene Fnnction 1P; die Strömungscnrvcn, d. h. die ~:n 
allen Flächen 7fii = Con ~t. scnkrecl1ten Cnrven, ergeben. Die 
Röhrenwand selbst wird von solchen Cnrven gebildet. 

Die einfachste Anna!Jtne über di e in (/) enthaltenen Con
stanten ist die im Anfang des § 9 gemachte, dass all e Co
efficienten E verschwinden. Damit erhält man die einfachsten 
1\öhrenformen. 

45) Zu S . 67. Es handelt sich hier um die Aufgabe, 
eine gegebene Masse derart auf einer Kreisfl üche zu verthei
len, dass das Potential für alle P nnkte des Kreises coustant 
ist. Die Lösung dieser Aufgabe sowie der entsprechenden 
für eine E llipse leitet mau am einfachsten ans der Lösung 
der analogen Aufgabe für ein E lli psoid nb . Bekannt ist ( vgl. 
Heft J. 9 der Klassiker, S. 83 ff.), dass das Potential einer 
unendlich dünnen, von zwei concentri scben, ähnli chen und ähn
lich liegenden Elli psoiden begrenzten homogenen Schale für alle 
Punkte der Grenzfläche der Schale wie des inneren hohlen 
Ha um es einen constanten Werth hat, und zwar ist derselbe: 

V= Lll1 -1
'/) dt 

"2 o Y~(-:-a ~-+-=-t)=( b-~ -+-=t-=) :-c( c•=-+- t) ' 

fall s J.l1 die Masse der Schale, c~, b, c die Halbaxon des Grenz
ellipsoids bezeichnen. Zugleich erhiilt man das Potential der 
Schale für äussere Punkte x, V, z , wenn man als untere 

8* 
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Grenze des Iutegrals 7; an Stolle von 0 setz t, wo 1: die positive 
Wurzel der Gleichung 

.1;'2 'lj '"!. :z'2 --+ - · -- - f- --- = 1 
a~ + 7; b + ·t· c~ + ·L· 

ist. Die Dichtigkeit ä in einem P uukte x , !/ , z der Schale 
ist der .Dicke der Schale proportional und hat den W crth 

rJ = Af . }, 

4u; ab c ' 

falls mit ), das vom Mittelpunkt auf uie 'I'ang·entialebene des 
Punktes .1·, y, z gefällte Loth bezeichnet wird. Nnn ist 

unll da 
:J: !. ~/2 z~ 

a~ = 1. - ';_;~- ~J. 

i ~ t , so geht der obige Ausdruck fiir ä in folgenden iihcr: 

Ü= 
-_---;:v~v~==== .. ~==( l/===;;::=.,.~) 
4 u; bc 1 -~ - ~ + a~ '- -1- ~ 

b- c- b' c ' 

Das Resultat gilt noch, wenn a kleiner und kleiner und 
schliesslich = 0 wird . Dann geht das Ellipsoid in eine El
lipse mit den Haihaxen b, c über. Masse von der Dichtigkeit 
o ist in diesem Grenzfall aber auf beiden Seiten der Ellipse 
vertheilt. F alls man die beiderseits liegenden Massen zusam
menfasst, wird daher die Dichtigkeit in einem Punkte der 1~ \ 
lipse 

J.l1 
äl = ' -v 1/ z~ 

2 n: bc 1 - '- - -
b'~ c~ 

und ihr Potential 

vi = }ll1. r " dt 
J 0 V t w + t) (Ci + t) 

Geht die Ellipse in einen Kreis über, so wird b = c = U, 
und wenn man noch v~ + z~ = [! 2 setzt, so erhält man 
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o = M 
I 2 ,". R V R~ -- ~ ~ ' 

V, = l-Mjoo clt -· M 'lf: 
" u (R~ + t) V t = R . 2 . 

Aus beiden Gleichungen folgt: 

o = V, 
I " 'Vl"'' ,, ' n:• ,,·- ~-

und für vt = ~· B' o, = l ergeben Hich die Formeln des 
'l'extes. 

Will man umgekehrt zeigen, dass für die Dichtigkeit 

o - m -
I - Vl•'~ - () ~ ' . ~ 

wo m eine gegebene Constante, das Potential des Kreises in 
allen Punkten des letzteren denselben W erth hat, so wird man 
am besten Polarcoordinaten einführen, deren Pol ller ange
zogene Punkt ist. 

Flir änssere Punkte wird das Potential des Kreises 

. } '

00 

dt jJ{ ( R) V; = ~- M . , = arctg -= , 
'{, (B' + t)llt R Vt' 

wo 7; die positi ve Wurzel der Gleichnu g· , 

ist. 

I/ X~ 
-- -\- ·-· = I 
R~ -1- ·t; w . 

H i) Zu 8. 68. Ist R .,: B endlich, so ist nach S. 15 B 
von der Ordnung As, daher tang lca und mithin auch ka 
selbst von der Ordnung ks . 

47) Zu S. (}8. 'Mit den Worten: »Die Bedeutung der 
Function x setzen wir durch folgende Gleichung fest « ist 
F'olgendes gemeint. Die Function x ist llurch die partielle 
Differentialgleichung (22") bestimmt. Die all gemeine Lösung 
derselben enthält eine willkürliche I<'unction, und über diese 
wird, indem man für ~X den Ausdruck (24) nimmt, eine Fest
setzung getroffen. Dass der Ausdruck (21) der Gleichung 
(22") genügt., wird hinterher gezeigt. 
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Dass unter dem IntegTalzeichen x einen constautcn W erth 
behält, heisst nur: bei der A usführung der Integration ist x 
als von ~ unabhängig anzusehen . 

48) Z ·tt S . 70. An Stell e der Worte: »di e neue Masse « 
steht im Original: • die ncuo Dichtigkeit ~ . 

Dass die Potcntialfunction Pi eines K rei ses durch die Ab
leitung der Poteutialfuuction JV eine~ nach einer Seite sich 
ins Unendliche erstreckenden Cylindcrs erset:ä werden kann, 

dW . 
erkennt man so: Um zu bi lden, muss man den auge-

dx 
zogenen Punkt in der Richtung .x um d .?J verschieben. Statt 
dessen kann man die Lage je11es P unktes unverändert lassen 
und den Cylinder in der entgegengesetzten Richtung um d :v 
vcrschiebon, also nach der Seite der n egat iv e n x, wenn .d x 
positiv ist. Die Di fferenz der Potout ia le des Cylindcrs in 
boiden L ag·en, dividirt dmch .d x, ist das Potential der Krois-

d TV 
scheibc. - Ebenso kann bei ücr lli ldun g von --

1 
·- an Stell e 

C!J 
der Verschi ebung des angezogenen P unktes in der Hichtung· 
+ y eine solche des Cylinders in der Richtung - y tre te11. 
Die Differenz der Massen des Cylinders in beiden Lagen kann 
als eine die Oberfläche dos Cylinders mit der Dichtigkeit 

A A 
- - cos w bedeckende Schicht angesehen werden, wenn -

4 n 'lu; 
die constante Dichtigkeit des Cy linders ist . - w ist hier nn
zweckmässiger W eise iü doppelter Bedeutung gebraucht, . ein
mal zur Bestimmung der Lage des angezog·enen Pun ktes, 
nachher zur Bestimmung eines P unktes der Masse. 

Uebrigens ist zu beachten, uass zwar TY selbst un onilli eh 
gross wird, seine A bleitungen aber emlliche Wertbc haben . 

Die Gleichung 
d1Y 

f>. - -. ,- d .z 

ergiebt sieb auch leicht durch direetc H.echnung . Sind näm
lich a, ?', w di e cylindri scheu Coordinatcu eines Punktes des 
Cylinders, x, R, 0 di e des angezogenen P unktes, un d setzt man 
zur Abkürzung 

(.z- a)2 - \- (~ - r cos ru)'J -j- 1·') sin l w = e~, -- A = ä, 
·1 'l t: 

so ist 
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!• oo j 'll j.2n dw 
TY = Ö da Td1· - · 

• o • o o e 

1 
cl -

c 
l 

1 
( 

e 
dx = -da' 

11 9 

dTY d' I . h f 1. so kann mau in -· - 1e utegrat10n nac a ans üureu, nnd 
clx 

das übrig bleibende Doppelintegral stellt Pi uar. 
Ferner ist: 

1 l 1 l I. d- (,- . G -
e 1' cos w - o c sm w e 
-=----~ = -cos w- + -- - . 
cl (! e:• rlr 1' 1l w 

S ·1 • • 1 ' ·' l f d W l. . I , etzt mau uJcs m l en AUSuruc c ür -
1
- l!Jl( mtegnrt t lOil-

L(! 
weise nach ,-, resp. nach w, so heben sich die dreifachen In

dW 
tegrale fort, und man erbäl t für X, = - - l- den Aus-

uruck (26 ). 
• ~ (! 

49) Z u 8 . 7 1. Der Uebergang von (2U) zn (2 6") erfordert 
eine Hingere Reclmnng, deren Ausführung Auf'iingern Schwie
rigkeiten bereiten dürfte, und die deshalb hier Platz find en 
mag. 

Zur Abkürzung werde 

R 2 + f/ - 2Rf! cos w = J.~ 

gesetzt. Führt man znerst die Integration nach a zwischen 
den Grenzen 0 unii lt aus, wo 1t von w unabhängig , SOll St 

beliebig ist, so ergiebt sich : 

f·"--:===c=l a~='2 
• o V(a-x)~ + J:l 

= leg[lt-X + V(lt -:c)~ + l~ ] - log [-x + v' .');~ + J5] 

1
- 1 I ( ), 2

-

= log(lt.-x) +log I + Jl I + ;,, ' x) ] 
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F erner ist für j edes lt: 

r 27r J 
0 

log (lt -x) cos üJdw = 0. 

Lilsst man nunmehr lt = oo werden, so versenwindet bei der 
Integration nach w auch das nächste Glied. Es bleibt : 

AR ln 2n . . , x, = --. log[- x + V:c~ + 1~ ] cos u.Jllw, 
'ln • o 

woraus dnrch thcilweise Integration 

= _ A ~~ (! lJ-'" sin~ üJ d w -!- j' 7
r x sin

2 
w dw 1 

2u; o 1· . o ;_~ vx~+12 j 

fol gt. Weiter ist 
sin'l w 

~ 
cos cu R, ·l + (! 2 (R~ - e2)~ 1 

=21te + 4R~e" - 4R 2 !!" R " +e"-2Becosw' 

daher 

j'1rs i n2 wdw_~jR~ _ 2 _ (B2
-(l

2V I 
o ;_~ - 4R2r/ I --1 !! V(ll- +e2)2-4Jl2e2 ! . 

Da die Quadratwurzel den positiven Wurzelwerth bezeichnet, 
~o ist 

j •n- sin2 wdw = _1c 
0 },

2 2(! 2 für (! > R, 

7C = -- für R > {J ,· 2R2 , 

und man erkennt, dass der erste '!'heil von x, gleich der im 
rrext mit - c bezeichneten Grösse ist. 

Im zweiten Theile von x, wende man dieselbe Partial-
s in~ w . 

brnchzerlegung für - ·- an, w1e oben setze dann 
).2 ' 

so erhält man : 
w = 7C - 2u , 
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d V I ··r . R d I . Drückt man as er 1a tmss - urc 1 ;.t 1 sm .[)· aus nnJ be-
~ 

achtet, dass, da .1: negativ, cos :J· aber positiv ist, 

- x, cos O·(ll-\- ~) 
X = ---- ""-----__.::...:_ 

'l. 

wird, so ergiebt sich: 

.AB.l x,cos.[J· /'~" Hin~uda x, -+ c = - .- -- 0 • • ••• 

n V 1 - x~ sm~ .[)· · o V 1 - x· sm"~ u 

_ x,s.:n . .[J·" ;· ~n x;sin,'J·cos .[J·Yl - x~sin~ :J siu~u du (. 

1 - x; sm· .[)· o [ l - (L -- x; s in~ 0.) siu '! u] V L- x~ sin~ u\ 

Das erste der Integrale r echts hat den Werth ~ (1(- B), 
Y. 

das zweite nach Le,r;encl?·e ('l'mite lles fouctions ellipt. '1'. I, 
Chap. XXIII, S. 138 ; vgl. auch Ennepm·, Elliptiscl1e I•'tmc
tionen, 2. Auflage, S. 248) den Wer t.h 

~·7C-\- (J( - B)F::I. - [( Blj; 

und somit geht die letzte l<'o rmel flir x, unmittelbar in lli e 
Gleichung (26") des 'l'exte~ über. 

Uebrigens nimmt das zweite Integral, wenn mau 

fl - x; sin"2 3· = x sinam (ia-\- J(- ·i lt' ) , sin u = sinam v 

setzt, die Jacobi'sche Normalform des vollen elliptischen In
tegrals dritter Gattung an, und die Anwendung bekannter 
Ji'ormeln der elliptischen Ji'uuctionen ergiebt ebenfalls den vor
her augeführten W erth. 

50) Zu S. 72. Nach der am Schluss von Anmerknng <15) 
(S. 117 ) angeführten Ji'ormel wird .P1. , das an dem Kreise . U 
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den constanten Werth ·~ B annimmt:, für Punkte ansscrhalb 
des Kreises 

P M (R) . 1 = B arctg y.;; 
F erner ist 

JYI = BR 
1t: ) 

und ''; , die positive Wurzel der Gleichung 

.~~ (! 2 
-- + =I '(," R2 + ~· ' 

ist nach der hier eingeführten Bezeichnung = R~ s-, also 

P1 = B arctg (~) · 
1t: s 

Für das Folgende is t zu beachten, dass eine Strömuugs
curve sowohl (nach S. ü6) dmch (! "/., 11 = Coust. dargosteilt 
wird, als auch durch fL = Const., da auch di e Curven ,u = Const. 
auf den li'liichen gleichen Potential s senkrecht stehen. Beim 
Fortschreiten auf einer Strömungscnrve ändert sich allein 8; 
da (! "/., 11 sich nicht ändert, so ist (.!X 11 von s unabhängig , ha t 
also fiir beliebige s denselben Werth wie für s = 0; d. l1. in 

dP1 • 
dem Ausdruck für Xn kann man - t- · durch semen Wert.h an 

L X 

der IWhrenmiindung d. i. durch dPt ersetzen; natürlich muss 
' d x 

man gleichzeitig auch in (! s = 0 setzen. - Der W erth von 
llP 
- l l erg·iebt sich auch ohne J. ede Rechnung aus dem bekann-c •. ~ . 
ten, schon in Anmerkung 4 3) benutzten Salze der Potential
theorie. Nach demselben ist auf der Seite der negativen x : 
clP1 -z-. = + 21cl, und l ist aus (2 3°) bekannt. 
L X 

Was die Vorzeich en betrifft, so ist s stets positiv zu 
nehmen, da oben y;; denpo sitiven Wurzelwerth bezeichnete. 
In Folge dessen muss fL das Vorzeichen von :c erhalten, und 
da es sich um negative x handelt, i s t fL negativ zu neh 
men. Im Original hat, abweichend von dieser Festsetzung, 
ft überall das positive Zeichen. Aus dem oben angefilluten 
Grunde war eine Aenderuug des Zeichens erforderlich. 
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5 L) Zu S. 72. Der folgende Ausdruck für - f L ergiebt 
sich nicht aus dem Niiherungswerthe Z. 13, sondern aus dem 
genauen W er ti.J e von fL . Um letzteren zu erhalten, eliminire 
man :; aus den beiden letzten Gleichungen S. 7 1, so folgt: 

·• ~ · ~ + 1.!~ + R~ ~~ 1 / (x~ + (! ~ + Jl2)t (! t . 
fL - = 1 - ·) , ,~ , - r ·) 1'~ - ~JJ2 , 

- _ ~ ~ L . L 

fern er ist 

.'1:~ + 1.! ~ +· J{l = ( l - I) (! 
l n~ z~ . B' 

und 1.! . l - r.: ' sin {)· 
·~~ = 1 =J.= 1t ,Sln .:.J· · 

Dass hier 
. , .U -o 

z, ~lll .~· = -1;--" ··+(;' 
gesetzt wird , gleichg iiltig, ob 1~ oder (;' das Grössere ist, wiuer
spricht der Seite 7 l getroll'enen Fest~etzung. Will man mit 
dieser Festsetzun g in Uebereinstimmung bleiben (und das ist 
weiterhin S. 7:l erforderlich), so muss man in der F'orrnel für 
- fL (über das Vo rzeichen vgl. die vorhergehende Anmerkung) 
+ sin .:J· an Stelle von sin ,?· setzen; und es gilt das Zeichen 
+ für B · (! , J agegen das Zeichen - für (! > R. 

Die Formel Z. f> v. u. enthält im Original einen Druck
fehler. 

Die letzte Gleichung S. 72 ergiebt sich folgenJermaassen. 
Da die üm·ch die Gleichung 

(a) (!(X0 + x,- x") = Const 

uargestellte I•'li.iche durch J en J{and der Oefl:'nung geben soll, 
so mUSSOll di e vVerthe X = 0, (! = .R J er Gleichung (n) ge
nügen. Demnach ist Const. der Werth, den di e linke ~oite 
von (;t) f iir x = 0, (! = B annimmt; d. h. es ist 

j •n (rt W rti>i dßl ) 
Const = - · + - - · edo. 

o d x d :1: ct :1: " 

Nnn ist nact i (:!. ld) und (2 L r) 

(/ I}) clf'i (lfjl (ll.Jfi d 1fi' 
-+---=-= -d:l' dx rt.?; rtx d.?; ' 

also 

f•n Jo/ • 1 / •Ji.fr ' 
Uo nst = - t- - od(,! = ,1 - - t - dru , 

• 0 ( , X " ~ J(, L :l; · 
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wenn d c•J ein Fliichenelement der Ocffnung bezeichnet, und 
nach (22b) S. 67 ist 

1 j' cllJ.I ' -. - - dfo = l AR; . 
2n d."C 

52) ~u 8 . 73. Hinsichtlich uer Ableitung der Näher ungs
formel ist l<'olgendes zu beachten. 

a) In ders elben ist (! > R angenommen (der Grund 
dafilr wird sich weiterhin ergeben) . Bs ist deshalb (vgl. 
vorige Anmerkung) in der Formel für fL S. 72 - sin .:J· an 
Stelle von sin :J· zu setzen; denn da in x, die F estsetzung 
getrofl'en ist, dass sin :J· immer positiv zu nehmen sei, muss 
nothwendi gerweise di ese Festsetzung auch bei x" getroffen 
werd en. Durch Entwickelung nach Potenzen von sin .:J folgt 
dann: 

1 ; -2 x,- 1 ; -! -=Sills
- .U· = Jl 1 -+ x, Jl 1 - x, sin ,9· 

-v 2x, l 1 - x, . ., 1 • 0 "~ = --- [ - ---- Slll •I' - -g- Sl ll" v· ' 
1 +x , 2 

falls man scl10n - -~x, sin~ (J- + ~ x; s in ~ .:J in der Klamm er 
vemachlässigt. Da ferner fiir R = R, nach S. G8 

B =-= - - J.-u:RA 

wird, so erhält man: 

-- I!Xrr = 

- --- --=c:: V2x,- -- -=- x, sm :J·- · 
ABt 1 j - 1 - x , . x, sin2 :J-i 

1 V1 + x, I "V2x, 4 Y2x, 

b) Entwickelt man in den Integralen _fr;:}, E,~ (S. 7L) 
die Quadratwurzel und bedenkt, dass sin cv < sin :J·, so ist 
schon x; sin2 w gegen L zn vernachliissigen. E s wird demnach 

F.{J. = E{J. = 9·, 
nntl für ,'J- kann man bei der vorliegenden Näherung ~ in ,'J· 
setzen, fltr cos ,'J· aber L - -~ sin2 ,9·. Endlich ist fiir c zn 

ARt 
~etzen ---1(? . So 01·g·iebt sich : 
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ABQ j x1 ( T.( E) ( . . , o X 1 = -- --. LJ - ' l - ~ sm· .'J-) 
' ' 7C \X" ~ · ,,, 

. " [t E" . "J} A .h-- X 1 Sill u · ,, n · - 1 SlD u· - -- . 
- 4 

c) Setzt man die vorstehenden Ausdrücke nebst 

!?Xo = ~- A(I2 

in (27h) ein 1 setzt fern er R, = B, dividirt durch }AR~ 
und beachtet, dass bei der vorliegenden Näherung 

(! + ') . ') (!_~= l - = l ~ x, sm ' ·, - + !J.x , sin .'J· H. jt,~ 

wird, so ergiebt sich die letzte Formel S. 73 . Dieselbe ent
hält übrigens im Original einen Druckfehler. Dort steht in 

') . 2 
der letzten Klammer fälschlich ~ Y.. ~ (.l(-E) statt (J( - E) . 

u: x" 11: x 2 

d) Würde man statt (I > B uie .Annahme (! < B zn 
Grunde legen, so würde man ganz dieselbe N~iheruugsform cl 
erhalten, nur dass der zweite, mit x 1 sin j · mn ltiplicirte Sum
mand das entgegengesetzte Vorzeichen hätte. 

Nun giebt die numeri sche Rechnung mitteist der Niihe
rungsformel für alle x 1 einen positiven Werth von sin j· nur 
unter der ersten Annahme e > R; mithin ist, da sin ,'J· stets 
positiv genommen werden soll, allein die erste Annahme (! > B 
zutreffend. 

L e,r;enflr·e's Tafeln der elliptischen Integrale finden sich 
in dessen » Traite des fouctions elliptiques «, 'l'. Il. 

52a) Zu S. 73 und 74. Die erste Formel S. 74 entllält 
im Original einen Fehler, indem dort im Nenner 1 + x, sin .'J· 
statt 1 - X 1 sin .:J· steht. Die falsche li'ormel ist auch der 
folgenden numerischeu Hechnnng zu Grunde gelegt. ß ci An
wendung der richtigen l<'ormel würden alle Zahlen der Co-

r:-B . . d I 'l h lumne ~ em wemg grösser ausfallen, oc 1 mc lt er ob-

lieh. - In der Ueberschrift der letzten Columne fehlt im Ori
ginal das Zeichen - . 

53) Zu S. 74. Im Originallautet die letzte Formel S. 74: 

o _ n (2 B - .?;)2 e - B 1 R 1 

' R - = ·3\ 21l + x statt R - = n XI. 
Dass die letztere Formel richtig ist, erkennt man ans Fol
g-endem. Iu grösserer Entfernung von der Scheibe ist x~ sehr 
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gross gegen R~ und r/, daher it sehr klein. Nun erhält man 
für kleine it dnrch Entwickelung nnch Potenzen di eser Grösse : 

K - E' ; ·}u s i n~ u1d w ;,; ( ., ., L 1 , , + ) 
- - t - - = = - 1 + -~ - x - -,- ü·i)- X •· , 

x · o J11 - x 2 si n 2 w 4 

Setzt man diese A usdrücke in di e letzte Gleichung S. 7 3, 
nachdem man dm·ch ;t 1 dividirt hat, so erkennt man, dass 
sin .:J· von der Ordnung %1 ist. Man kann daher sin~ ,?· ver
nachlässigen und in dem Factor von sin .:J· di e mit z~ mult.i
plicirten gegen die von x fr eien Glieder. Dann ergiebt sich: 

z ' . 
0 = - - ·- + sin ,?· · 8 , 

128 ( %~ )2 
d. h. sin .:J· = - -

32 

Mit derselben Näherung wird 

mitl1in 

--·- ) -r: - R -. (x2)2 
R - ~ 32 ' 

(! - R _ 1 R' 
-- r- 1r:.7 · 

G4) Zu 8 . 74ttnd 7G. Di e erste Formel S. 75 leitetman 
fol gendermaassen ab. Für sehr kleine W ertbc von 'l.:, ist 

E' = 1' J{ = log (~) x, 

(vgl. L cgendre, 'fraite des fonctions clliptiques, I, Chap. XIX, 
Dtt?·egc, Theorie der elliptischen Functionen, § 50). F erner 
wird 

F(J. = E'{J = .:J • 

Dem~acb erhält man, wenn man alle Potenzen von z,, die höher 
als d10 erste sind, vernachlässigt, folgende Niibernngswerthe: 

ARo{ [ (-'~) J (!X, =---;;;- x, cos {)· log z , - 1 

- . . ' \ AR.2 
- x , sm .:J· [{-1t:- U·] f - 4 - , 

AR~ A R~ 
~ r:xn = - 1- - -- 4- Jl2%, ( I. - sin :J) 
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[vgl. Anmerkung 52)]. Die Substitution di e;;er A usdrücke in 
(27b), in der B 1 = R zu setzen ist , giebt nach Division 

h ABr: 
dnrc -- : 

11; 

x, cos .')-[log (~/)- 1] - x , ;; in /.1 (
1i -- .')) 

7C B ,;-, .- , ;----. - . 'l t: ( Q ];) - -- r l x, r 1 - sm {)· + - - - - = 0 • 
4 r: . 2 u (! . 

F erner ist bei der vorliegenden Niihernng 

R - . - o n -·- V:lz, = V2x , , 
1
-Y --- - = tJ x, sin ,'J 

(! ,, !! 

zu setzen . Nach Substitution dieser Werthe und Division durch 
x, cos U geht die letzte Gleichung unmittelbar in die erste 
Gleichung S. 75 üb er. 

Die Formel Z. G fol gt so: Durch Division der beiden ersten 
Gleichungen S. 7 ~l crllii.lt mau 

o - R ·v·-; -~--· = x taug :J· = -~ - Vx. 
- X z , 

Ferner ist 

-v~ = . v2- 11~ 
x, -v x~ + (R - Qr, 

während y;z- sein nahe = 1, Rr: sehr nahe = R' ist. -
Dass x gegen (! - R sehr kl ein ist, folgt aus der vorstehen

e-R 
den Formel für _ x- , da in derselben x nahe= 1, :J· nahe 

= } 1c ist. 

55) Z tt S. 70. 
d1JJ 
- ist in der ganzen Oberfläche = 0 , 
dn 

ausser in den Oefl'nnngen, wo es endliche, von le rm abl1ängigo 
. dP 

W erthe hat. Daher 1st !ct -l- für k = 0 auch in clen Oeff
cn 

dx h · c1 · 1 · d o nungen = 0, -l- versc wm et mlt 1m an er ganzen ber-
r.,n 

iiäche. Dass im ganzen Innenraum e x = Const. ist, folgt aus 
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dem G1·een'schen Satze, demselben, der S. 7 7 auf die Func
tion 1P angewandt wird [ vgl. Heft 61 der Klassiker, S. 12 1, 
.Anm. 9)]. - Das für den Fall k = 0 Gesagte soll nur als 
Vorbereitung· für das folgende l{esultat dienen. 

55") Zu S. 77. Mnltiplicirt man Gleichuug (28) mit 132 , 

so ist die linke Seite von der Ordnung 13
2

1)
2

; das erste Glied 
rechts ist von niedrigerer Ordnung. Im zweiten Gliede rechts 
ist f clw von der Orunnng 1, da 1P nicht nur in den Oelf
nungon, sondern an der ganzen Wand von Null verschieden 
sein kann. Das zweite Glied •rechts wird also von uer Ord
nung 132 lc2 1· <p , und damit 1::~ 'P endlich werde, muss k~ 1' von 
derselben Ordnung sein wie e2 q2

• 

Zu Gleichung (2 8") ist zn bemerken: Da e2 <[1 endlich, so 
lc2,S 1/ s 

ist das Raumintegral rechts von der Ordnung - 2 = --
e 1' ' 

fall s S uas Volumen von 8 ist. S ist aber von der Ordnung 
1'3 , also jenes Integral von der Ordnung 1)

2
1'2 , während das 

l•'liichenintegral rechts von uer Ordnung '1)2 ist. 
5 5b) Zu S. 78. D:t g.r ein Geschwindigkeitspotential dar-

t 11 . d cPP d1J.r d 1P . G l . d' k . s e t, sm -l-. , - l- , - l- d10 esc 1wm 1g Oitscomponenten 
C .X c.y CZ 

11 1 d A A ] . . cl'IP d' para e en . xen. nc ererse1ts 1st -
1
- 10 ganze Geschwin-

c.n 
digkeit, da die Componenten senkrecht zu n verschwinden. 
Folglich ist 

und 

d1F _ -v(diP)2 + (dll1)2 + (d1Jf)2 
dn d.'C dy dz 

d1Jf 
l 

--dn = cll.F. 
c n 

56) Zu S. 7!J. Ist dn eine unend lich kleine Lii.nge auf 
der inneren Normale eines Punktes P der Oberfläche, so ist 
- d1· die Proj ection von cl n auf ?' , da 1' nach aussen wächst. 

Al · t cl?· 1 c · d · w· k so 1s - cln c er osmus es spitzen 111 els zwischen 1' 

und der Normale; und !!:__ ist der Cosinus des gleichen Win-
1" 

kels. S bezeichnet das Volumen des Raumes S . 
Was den constanten Werth G betrifft, so ist zu beachten, 
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dass die in (2b'' ) mit 1JI bezeichnete Functi on, da sie der Gleich11ng 
V 1F + 1.~ lJ.f = 0 gcn ügt , dieselbe F nnction ist 1 die früh er 
mit ' f.J' bezeichnet war. Daraus fo lgt, dass , wenn die j etzt 
mi t 1P bezeichnete I<'nnction innerhalb 8 den constantcn W erth 
C hat, die früh ere Ji'nnction 1I' (nn d 11 m di ese handelt es sich 
weiterhin) den Wcrth C' cos (21t: n t) hcöitzt. 

;, 7) :Lu S . 7!). .Es ist 

JI cos /.;::c cos 2 101, t 
= }H eos (Iex + 2n:u t ) + ~I-I cos (-- /,; ,?; + 2 nt) . 

Der erste Summand rechts stell t einen Zug· vo11 Wellen dar, 
di e parallel der negativen , der zweite Summ a11d vo11 Wellen, 
die parallel der positiven x-Axc fortschreiten. Dass der zweite 
Zug durch Refl exion des ersten an der y z- .Ebene cntsta11den 
ist, folgt daraus , dass die Ableitung· des gan~en Ausdrucks 
nach J. : für .'!: = 0 verschwinuet:. 

.Das Integ ral in (29), in dem T die .Entfernung eines äusse
rcn P unktes von einem Punkte der Oeffnnng bezeichnet, ist 
das Potential von Wellen, di e von der Oeffnun g ausgelJCn. 

:> &) :Lu 8 . 80. Die Seite 80 behandelte A ufgabe ist fol
gende. F ür das Innere des Hohlraums soll ein e Function 1/'f 
gesucht werden, die dort mit ihren Ableitungoll endli ch ist, 
der Gleichung (3b) genügt und die .Eigenschaft hat., dass sich 
in der Oefl'nun g ihre Werthe und die ihrer Ahlcitung nach x 
coutinuirlich :111 di e entspl'echenuen W erthe der durch (29) 
definirten, für den Ausscnranm geltenden li'nnctio11 lJ.f an
schlicssen. A nsserdem soll di e gesuchte Fuuction in weiterer 
gntfernung von der Oel1'nung = C' cos (2 1cnt) werden. Ueber 
/,. sowie über die Constanteu 11, J in (29) kann man dabei 
noch passend verfügen . ....,-- (29") genügt dieseu Bedingunge11. 
Die beim Beweise benut..: ten Gleicl111ngen (29") und (29<1) er-

j • cos (!er) 
geben sich daraus , dass nach § 11 lt, - --· d UJ dieselben 

?' 

Discontinuitätcn wie ein Potential besitzt 1 dass also die Ab
leitung di eses Integrals nach .?: an der positiveu Seite der 
Ocffnnng den W erth - 2 'il: h 1 an der nega1iven Seite aber 
den w· erth -\- '2 1clt, annimmt, während die Ableitungen der 
übrigen Glieder von (2 9) nach x in der Ocffnnng verschwinden. 
In den Theilen der y z -.Ebene, welche der Oeffunng nicht an
gehören, verschwind et. di e Ableitnng des vorstehenden Inte
grals nncl damit die Ableitung der Ji'unction (2 9") nach x; 

Ost w• ld' s J> l assil<er. ~0 . 
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·1 l . dlf
1 

c . 1. dort 1st -
1
- = 0 . F ür die nicht ebenen '!'heile der 

( n 
Wand aber verschwindet uas I ntegral in (2n") gegen C. 

59) Zu S. 8 1. In Gleichung· (28e) ist n die innere Nor
male, die in der Oetl'n ung di e Richtung der neg·at iveu .1:-Axo 

. ([<[J d 1(J . . 
hat. Daher 1st -

1
- =- l ; ull<.l da, w1e schon oben [Au-

en 1 x 
mcrkun g !'i6)] bemerkt ist, in (2 8") lJ.1 nicht das ganze Geschwin
digkeitspotential bezeichnet, sondern nur den von der Zeit unab-

. d1(J 
hängigen Factor desselben, so ist nach (29d) - -

1 
. = 2 n"/1 . 

(,,'!,; 

In weiterer Entfernung von der Oeffnung verschwindet im 
Aussenraume das Integral in (28). Dort ist daher Vli~-+72 

dem Maximum der Verdichtung proportional; im Hohlraum 
ist in weiterer Entfernung von der Oeffnung die Maximalver
dichtung prop ortional C. Daher wird di e Hesonanz des Hohl
raums durch das Verhältniss c : V n~ + J~ gemessen. Bei 
der Ermittelung der stärkst en Hesonanz wird die Grössc 
t k~ M~ gegen 1 vernachl ässigt. 

Botreifs des Werthes von j.J1 für kreisförmige Oeffnungeu 
vgl. Anm erkung 115). Da M die zum Potentialwerth l ge-

l ö . M b 'h t · Jl{u; 
1 n ge asse ezmc ne , so 1Bt I. = '> 

1
, · 

~ L 

GO) Zu 8. 84. 
Werth von 111 für 
Glcichnng 

Nach A nmerkung· 45 ) ergiebt sich der 
eine Ellipse mit der Axe b und c aus der 

ls1: 

= 1-Mj'oo - dt - . 
• oYtW+t)(r:~-1- t) 

z,~ - c~ 
b = H. , · ·- b~- = c~, 

so geht die vor stehende Gleichung durch die Substitution 

Yt = B cotg w 

in folgende üb er 

_ Mj'-;.1r. dw M 
1 - = y· Ht . - .u. o 111 ·--- e~ sin ~ w '-l 
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11: 
Dass > 1 ist, lässt sich folgcndermaassen bewei-

2J{ Vs , 
seu. Wie eine leichte L{cchmmg lehrt., ist fiir 0 < cu < ·~ 11:: 

daher 

also 

d. )1. 

.. . " > ( .. _, . .. )'' 1 - ~:;- sm- w eos - r•J ,- 1; 1 sm- w -, 

/ -cc---,.----:---:;--v 1 - c~ sin ~ r•J · cos" w -1- c1 sin" r•J' 

/· ~n dw / ~· ~n 1lw 
~ o V 1. - c~ sin'2 (U '· , u coS11 

(!) + c" sinct w ' 

1
- -"' 11: I 

( <' - • ' ' ) , ;-:- r c1 

ü 1) Zu S. 85. Die l<'ormel '!.. li enthält im Original einoll 
Druckfehler. 

62) Zu S. 85. 

richtig. 

Auch (3 1 ") ist im Original nicht ganz 
lc3 8 

Dort lautet rechts der zweite 8nmmand - statt. 
'lu 

IIalle a. S., October 18 !l6 . 

A. Wangeriu. 
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