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(1]
" Theorie der Luftsehwingungen in Réhren
mit offenen Enden.

Von

H. Helmholtz,

(Crelle-Borehardt, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik,
Bd. LVII, 8. 1—72. Berlin 1560).

Die mathematisehe Theorie der Orgelpfeifen ist von den
hedeutendsten mathematischen Physikern vielfiiltic behandelt
worden, aber seit den ersten Schritten, welche 1. Bernoull:
und Fuler gethan haben, und durch welche die Hauptzige
der Lrscheinung cine annihernde Erklirung fanden, um keinen
wesentlichen Schritt vorgeriickt, Der Grund davon hat haupt-
giichlich darin gelegen, dass die Mathematiker es nicht wagten,
die Annahme aufzugeben, dass die Bewegung der Lufttheilchen
im Innern der Rohre iiberall ihrer Axe parallel gerichtet, und
gowohl die Geschwindigkeit wie der Druck in allen Punkten
desselben Querschnitts der Rohre gleich gross sei. Diese von
den ersten Bearbeitern der Linfachheit wegen gemachte An-
nahme ist ganz unbedenklich fiir die von offenen linden ent-
fernteren Theile einer cylindrischen oder prismatischen Rohre,
aber in der Nihe offener Inden, wo die ebenen Wellen der
Rohre in den freien Raum iiberzugehen anfangen, wm sich
dort in Iorm kugeliger Wellen auszubreiten, ist jene Annahme
nicht mehy zulissig, da es klar ist, dass ein soleher Usher-
gang nicht sprungweise geschehen kann. Bernowlli, Euler
und Lagrange hatten angenommen, dass die Verdichtung am
offenen Iinde der Rohre stets gleich Null sei. Dass sic sehr
viel kleiner sein miisse als bel den gleichen Wellenphasen im
Innern]der Rohre, wo die bewegte Luft von den Rohrenwinden
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4 1. Helmholtz.

gehindert wird, sich geitlich auszudehnen, ist leicht einzusehen,
da am offencn Inde kein anderes Hinderniss ihrer Ausdehnung
besteht als die Trigheit der henachbarten Luftmassen. In so
fern nihert sich jene Annahme und die darauf basirte Theorie
allerdings sehr der Wahrheit, aber sic ist nieht vollstindig
richtig. Denn die Dichtigkeit am Inde der Réhre muss aller-
dings gleich gesetzt werden der Dichtighkeit der anstossenden
Luft im freion Raume, aber nicht der comstanten Dichtiglkeit
der ruhenden Luft, sondern der verindertén Dichtigkeit dieser
solbst in Vibration gerathenen Luft. Deshalb widersprechen
die I'olgerungen aus jener Annahme auch in mancher anderen
Bezichung der Erfahirung. So folgt daraus, wie [2] schon Poisson
hervorgehoben hat, dass hei gewissen Rohrenlingen die Sehwin-
gungen im Innern, welche eine endliche Kraft oder eine end-
liche mitgetheilte Bewegung erregt, unendlich gross werden
und, einmal erregt, nicht wieder erloschen, weil sie nichts von
ihrer lebendigen Kraft der #iusseren Luft mittheilen. Fuler*)
selbst hatte diese Abweichungen dadurch erkliren wollen,
dass die Krschiitterung sich zum Theil den Winden der Rohre
mittheilte und dadurch der Luftmasse verloren ginge. [’0is-
son®*) suchte den Grund riehtiger in dem Umstande, dass
die Verdichtung am offenen Ende der Réhre nicht vollstindig
gleich Null, sondern nur sehr klein sei. Aber er wusste ihren
wirklichen Werth nieht zu finden, sondern baute seine Theorie
auf eine neue Hypothese, welche sich in unserer Untorsuchu.ng
als im Allgemeinen unrichtig erweisen wird. Hr machte nimlich
die Annahme, dass die Verdichtung am Ende der Rohre pro-
portional der Geschwindigkeit sei, wie sie es bei ebenen fort-
schreitenden Wellen ist. Wenn die Geschwindigkeit », die
Verdichtung s, die Schallgeschwindigkeit « ist, so setzt er

ED == a8

Die Constants % nimmt er an geschlossenen Iinden als sehr
klein, an offenen als sehr gross an; ihr wirklicher Werth
bleibt unbestimmt. Dieser Annahme gemiiss miissten am offenen
linde der Rihre die Maxima der Geschwindigkeit mit den
Maximis der Verdichtung der Luft der Zeit nach zusammen-
fallen. Im Gegentheil wird die von uns anzustellende voll-
stindigere Analyse zeigen, dass beide nahehin um ein Viertel

*) Novi Commentarii Acad. Petrop. Tom. XVI, p. 347.
) Mémoires de I’Académie des Sciences 1817 T. IT, p. 305.



Ueber Luftschwingungen in offenen Rohren. 5

der Schwingungsdauer auseinanderfallen. Poisson’s Annahme
beseitigt die genannten Uebelstiinde der fritheren Theorien,
indem bhei seiner Hypothese allerdings Schall in den ireu,n
Raum iibergeht, und™ deshalb die Schallschwingungen in der
Rohre schnell erléschen, sobald die erregende Kraft aufge-
hort hat zu wirken. Wic viel Schall aber in den freien
Raum hei jeder Reflexion der Schallwellen iibergeht, hiingt
von dem unbekannten Werthe der Constaunte % ab, und bleibt
deshalb selbgt unbekannt.

Andererscits folgt aus Poisson’s wie aug der ilteren An-
nahme, dass die ¥lichen Ileinster Bewegung (Knntenﬂii.chen)
genau um eine Viertelwellenlinge vom oﬂuml Ende der Rohre
‘xbbtchcn was allen dlteren und neueren Iirfahrungen iber die
Hohe der durch Anblasen exzeugten Téne und der dureh (3] die
Resonanz der Rohre verstiirkten Tone widerspricht und durch
die directen Versuche von Hopkins iiher die Lage der Knoten-
flichen widerlegt wird. Diese Itlichen sind in offenen eylin-
drischen und prismatischen Rohren vom Ende der Réhre etwas
weniger entfernt, als die Viertclwellonl:‘inge betriigt. Gegen
Poisson’s Versueh, zu erkliren, warum beim Aublasen beider-
seits offener loluon tiefere Tone entstehen, als seine Theorie
erwarten lisst, haben schon Quefl und Aa,mmz"iw” gegriindete
Bedenken erhoben.  Poisson’s Formeln ergeben nimlich,
dass, wenn cine Bewegung von bestimmter Amplitude der
Luft der Rohre in einem Knotenpunkte mitgetheilt wird,
die Amplitude in den Schwingungshiuchen schr gross wird,
namlich von derselben Ordnung wie Poisson’s Constante 7.
Daraus schliesst er, dass fiir diesen Fall die Amplituden der
Sehwingung grésser wiirden, als es die bei der Ableitung der
Bewegungsgleichungen gemachte Annahme unendlich kleiner
Vibrationen erlaubte. Unter diesen Umstinden sei also Schall-
bewegung unmoglich, und es konnten deshalb beim Anblasen
der Rohre nur Toéne entstehen, dic sich dieser Grenze der
Tonhohe nitherten, wirklich aber immer tiefer bleiben miissten,
Mathematisch ist dieser Schluss unzulissig, denn wie gross
auch die iibrigens durchaus unbekannt bleibende Grosse % sein
mag, so wiirde doch immer die Grosse der mitgetheilten Am-
phtudu o klein gewiihlt werden konnen, dass die Bewegungs-
gleichungen der ho]mlll)mkuno anwendbar bleiben, und auch
der Erfahrung widers prlchf dxese Darstellung. Allcrdings tritt
in den Vleuchgn von Loplkins die Schwmwke)t der Luft
der Robre in einer Knotenfliche eine gegebem Bcwe"ung



6 I1. Helmholtz.

mitzutheilen, deutlich in die ]*]1'schcinun,¢r, weil niamlich hier
der Widerstand der Lufi den Schwingungen der von Hoplking
angewendeten  schwingenden Platien am meisten hinderlich
wird, Die lebendige Kraft der Bewegung, welehe der schwin-
gende Korper an die Luft abgeben muss, um die starke Re-
sonanz der Rébre zu unterhalten, wird hier am bedeutendsten,
und wenn also der schwingende Kérper nicht geniigend viel
lebendige Kraft erzeugen und abgeben kann, hirt er auf zu
schwingen. Wendet man dagegen Platten an, die von Stimm-
gabeln erschiittert werden, deren Vibrationen zu kriftig sind,
um dureh den Lmftwiderstand erheblich veriindert zu werden,
5o orhiilt man gerade in den IMdllen die vollste und schinste
Resonanz, wo die Platte in einer Knotenfliiche der Rihre liegt,
und 11.10]1 Poisson die Resonanz unmiglich wiire. Ausserdem
zeigt sich in den Versuchen von Hoplins die Schwierigkeit
dva I'éneng der Platten gerade bei solchen Tonen, wie sie
das Anblasen der Rohre gieht, aber nicht bei [4] den etwas
hoheren Tonen, welche Poisson als unmiglich betrachtet;
diese kommen ohne Schwierigkeit zu Stande.

Iis hat iibrigens Quet*) diese Unzuliinglichkeiten von
Poisson’s Theorie, die nicht nothwendig aus seiner Iundamental-
hypothese fliessen, verbessert, wiithrend er sich iibrigens dicser
Hypothese anschliesst und ihre Richtigkeit wahrscheinlich zu
machen sucht.

Hoplkins**) hat die Beschriinkung, welche in Poisson’s
Grenzbedingung fiir das offene Knde der Rohre liegt, weg-
gelassen und nur die Bedingung festgehalten, dass der Druck
am offenen Xinde klein sein miisse, und dadurch die Még-
lichkeit offen hehalten, in seinen Formeln die Uebereinstimmung
mit den Thatsachen vollstindig zu bewahren, aber freilich
bleiben die Constanten,*von denen die Lage dor Knotenfliichen
und die Phasonunu,r%}ucde in den cm/clnnn Theilen der Rohre
abhiingen, in der Theorie unbekannt. Dagegen hat Hopkins
ecine huhe wichtiger Versuche iiber die Lage der Knoten-
punkte und die ’I‘onhohe ausgefiihrt, um eine jener Constanten
wenigstens (‘mplnsch VAl bc«mmmcn

Duhamel ) stellte sich zur Aufgabe, den Einfluss der

*) Liowville Journal, Tom. XX,
#) Trangactions of the (ﬂnulmdge Plxlloq Boc. Vol. V. — Poggen-
rlrn{/‘ 8 Annalen Bd. XLIV, p. 246.
) Liouville Journal, lom. X1V, p. 49.
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der Axe nicht parallelen Bewegungen in Rohren zu ermitteln.
Da er aber fiir das offene Ende sich mit der einfachen An-
nabhme begniigt, dass hier der Druck gleich Null sei, ver-
schwindet der Einflugs, den die seitlichen Bewegungen der
Lufttheile hier haben, aus seiner Rechnung, und er kommt zu
dem Schlusse, dass die Differenz zwischen Theorie und Iir-
fabrung micht von dem Vorkommen solcher Bewegungen
abhiingt.

Masson™) endlich vertheidigt die Theorie von Poisson
im Ganzen und sucht die Uebereinstimmung zwischen ihr und
der Brfahrung durch eine neue Hypothese iber die Bewegungs-
art der Lauft in dem der Anblaseiffuung nichsten Abschnitte
der Luftsiule herzustellen,

Uebrigens ist es klar, dass, sobald die Gestalt des ganzen
Luftraums, sowohl des inneren der Pfeife als des iHusseren,

gegeben ist — wir nehmen ihn im Ifolgenden immer als von
festen Wiinden begrenzt an — und wenn ferner die den

Sehall erregenden Kriifte gegeben sind, die Aufgabe mathe-[5)
matisch vollstiindig hestimmt ist, und keine weitere Hypothese
iiher den Zustand der Luft am offenen Ende einer Pfeife zu
machen ist. Iine richtig angestellte Analyse der Aufgabe
muss darither vollstiindigen Aufschluss geben.

Akustische Untersuchungen, bei denen ich iiber die bis-
her unerledigten Punkte der Theorie Auskunft brauchte, waren
fiir mich die Veranlassung, die Untersuchung aufzunehmen,
in welcher Weise sich ebene Schallwellen, die in der Tiefe
einer cylindrischen Réhre erregt worden sind, bei ihrem Uebher-
gange in den freien Raum verhalten, und ich habe gefunden,
dass die gegenwiirtigen Iilfsmittel der Analysis ausreichen,
iiber die wesentlichen hier in Betracht kommenden Fragen
geniigende Auskunft zu geben, ohne dass es néthig ist, irgend
eine Hypothese zu machen.

Die Kriifte der Analyse sind in den bisherigen Arbeiten
iiber Theorie des Schalles hauptsiichlich darauf hin angespannt
worden, den Verlauf einer urspringlich vorhandenen Gleich-
gewichtsstorung in einer Luftmasse, die iibrigens keiner Rin-
wirkung fremder Kriifte unterliegt, zu bestimmen. Bei den
Tonen der Pfeifen ist aber dieses Problem von verhiiltniss-
missig untergeordneter Wichtigkeit. 183 handelt sich haupt-
giichlich darum, die Schwingungsform zu ermitteln, welche

“#) Annales de Chimie et de Physique, Sér. 3, Tom. XL, p. 418.



8 H. Helmholtz.

schliesslich sich dauernd herstellt, wenn die die Schwingungen
erregende Ursache dauernd und gleichmiissig fortwirkt. Iis ist
ferner unnothig, dass wir die Analyse durch Beibehaltung
der willkiirlichen Funetionen verwickelter machen, welche die
Iform der urspriinglich erregten Schwingung ausdriicken. Wir
werden vielmehr voraussetzen, dass diese Vibrationen denen
ecines einfachen Tones von #» Schwingungen in der Secunde
entsprechen, also von der Form cos (27zn¢ -}~ ¢) sind. Die
Willkiirlichkeit der I"orm wiirde sich ja auch nach erfolgter
Auflosung des Problems immer leieht herstellen lassen durch
Zusammensetzung einer grosseren Zahl von solchen einfachen
Ténen.

Da somit die Form der Aufgabe etwas anders gefasst
wird, als es in den akustischen Untersuchungen bisher ge-
schehen war, ist es nothig, in den ersten fiinf Paragraphen
einige allgemeine Untersuchungen iiber die Natur der hier
vorkommenden Functionen vorauszuschicken. IBs zeigt sich,
dass wir es dabei mit Functionen zu thun haben, die, wenn
die Wellenléinge unendlich gross wird, itbergehen in die For-
men der elektrischen (oder magnetischen) Potentialfunctionen,
und dass eine ganze Reihe der interessanten Rigenschaften,
die fiir diese Funectionen bekannt sind, auch fiir jene gelten.
Da ich schon in einer friiheren Arbeit fiir die Funetion, deren
Differentialquotienten, [6] nach drei rechtwinkeligen Coordi-
natenaxen genommen, die drei entsprechenden Componenten
der Geschwindigkeit geben, den Namen des Geschwindig-
keitspotentials!) vorgeschlagen habe, so lisst sich diese
Analogie auch weiter in der Bezeichnung festhalten. Den
elektrischen Mass enpunkten entsprechen die Erregungs-
punkte des Schalls, der Masse der ersteren die Intensi-
tét der letzteren. Sind die letzteren continuirlich im Raume
oder auf einer Fliche vertheilt, so lisst sich der Begriff der
Dichtigkeit auf sio iibertragen, und es lassen sich in bei-
dqn Iillen Beziehungen ganz analoger Art zwischen ihrer
Dichtigkeit und den Differentialquotienten des Geschwindig-
keitspotentials aufstellen, wie sie fir die elektrische Dichtigkeit
und die Differentialquotienten der olektrischen Potentialfunc-
tionen gelten.

Den Hauptnutzen gewiihrt aber die Uebertragungi des
Theorems von Gyeen *) auf die hier vorliegenden Verhiiltnisse,

¥) Crelle’s Journal Bd. XLIV, 8. 360.
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welehes sich schon fiir die Theorie der Blektricitit und des
Magnetismus so ausserordentlich™ fruchtbar gezeigt hat. Von
allgemeinen Sitzen, die daraus herfliessen, sollen nur folgende
hervorgehoben werden: 1) Die Schallbewegung in jodem
allseitig begrenzten Raume, welcher keoine Frre-
gungspunkte enthilt, kann stots dargestellt werden
als ausgehend von l<)1'r<,gungspunl\ten, die nur lings
der Oberfliche des Raumes in einer oder zwei ein-
ander unendlich nahen Schichten ausgebreitet sind.
2) In jedem Raume, dessen simmtliche Dimensionen
verschwindend ]\l(;lll gegen die Wellenlinge sind,
konnen fiir das Geschwindigkeitspotential der Luit—
bewogung die analytischen IFormen der elektrischen
Potentialfunctionen gosetzt worden, welche von je-
nem nur unendlich wenig unterschieden sind. 3) Wenn
in einem theils von oendlich ausgedehnten festen
Winden begrenzten, theils uubegrenzten Raume
Schall im Punkte @ erregt wird, so ist das Ge-
schwindigkeitspotential in einem anderen Punkte 5
go gross, als es in « sein wiirde, wenn dieselbe
Schallerregung in 4 stattfinde.

Speciell werden in § 1 die Bowegungsgeseize der Luft
fiiv die vorliegende Aufgabe umgeformt, in § 2 die allge-
meinen Iformen des Geschwindigkeitspotentials fiir einen von
Erregungspunkten freien Raum wuntersucht, in § 3 die Be-
ziehungen zwisehen der Dichtigkeit continuirliech verbreiteter
Trregungspunkte und dem Geschwindigkeitspotential festge-
stellt, in § 4 [7]dieselben fiiv Exregungspunkte, die continuirlich
itber eine Fliche verbreitet sind, und das Theorem von Green
auf die Schallbewegung iibertragen, in § 5 endlich werden die
Grenzbedingungen fiir weit von den Erregungspunkten ent-
fernte Flichen aufgestellt, durch welche die Wellen in den
unendlichen freien Raum hinauslaufen.

Nachdem so die wichtigsten allgemeinen Gesetze der
elektrischen Potentialfunetionen fiiv dic Lehre von den Schall-
wellen anwendbar gemacht worden sind, werden die allge-
meinen Gesetze der Bewegung der Luft m Roéhren mit oﬂbncn
Miindungen durch wxcde]holte Anwendung des Green'schen
Satzes in § G abgeleitet. Ks wird hier zunichst vorausge-
getzt, dass die Rohren unendlich lang und eylindrisch von
beliebigem Quersehnitte seien. Nur in einer so kleinen Lnt-
fernung von ihrver Mindung, dass deren Grisse gegen die
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Wellenliinge vernachliissigt werden kann, darf die Réhre in
beliehiger Weise von der eylindrischen Form abweichen, und
z. B. trompetenfirmig erweitert oder verengt sein.  Kbenso
werden die Dimensionen der Ocffnung als sehr klein gegen
die Wellenlinge bhetrachtet. Da auch die Gestalt des dusseren
Luftraums bestimmt sein mugs, wird angenommen, derselbe
sei durch cine gogen die Axe der Réhre senkrechte Ebone
oinseitig begrenzt, mit welcher anch die Bhene der Mindung
zsusammenfillt.  Ueher die Bewegung wird vorausgesetzt, dass
Vibrationen, die cinem einfachen Tone von 2 Schwingungen
angehoren, irgendwo in der Rohre dauernd erregt werden,
und dags zwischen der Iirregungsstelle und der Miindung ein
Abschnitt der Réhre oxistive, in welchor die Bewegung nicht
merklich von der ehener Wellen unterschieden sei. Mittelst
des Green’schen Satzes kann man nun, ohne die specielle
Iform der Miindung und der Luftbewegung in der Mindung
zu kennen, gewisse Beziehungen herleiten zwischen diesen
chenen Wellen und den sich halbkugelférmig ausbreitenden
Wellen in den entfernten Theilen des freien Raumes, und
dadureh die bisher offen gebliehenen Fragen iiber den Ein-
flusg des offenen lindes auf die ebenen Wellen beantworten,
80 weit sie allgemein beantwortet werden kénnen.

Nehmen wir die Axe der Rohre als Axe der z, und
die Ehene der Mindung als Ebene der yz, so dass der freie
Raum den positiven 2, die Rihre den negativen entspricht,
80 ist bei passender Festsetzung des Anfangspunktes der Zeit
¢ die allgemeine Form des Geschwindigkeitspotentials in dem
Theile der Rihre, wo die Wellen eben sind, wenn wir die
Wellenliinge [8] gleich - setzen :

k
WY o= (;‘1 gin k-1~ B cos /m) cos (27w nt)+ B coska. sin (2 nt).

In den unendlich entfernten Theilen des freien Raumes da-
gegen, wo 7 die Entfernung vom Anfangspunkte der Coordi-
naten bezeichnet, ist

cos (kr — 27cnt)

~

Nach Euler's Theorie wiirde B = 9 = 0 sein, nach Pois-
son’s B =0, B eine unhestimmte kleine Grosse, nach Hop-
kins sowohl B wie ¥ unbestimmte kleine Grdssen, M bleibt

= M
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in allen dreien unbekannt. Wir finden folgende Beziehungen,
wenn wir unter @ die Grigse des Querschnitts der Rohre ver-
stehen, und die Fliche der Ooffnung gegen das Quadrat der
Welleuliinge als verschwindend klein betrachten:

AQ=—2nM,
EAQ = — 279,

Ziwischen A und B lisst sich kqino allgemeine, von der Form
der Miindung unabhiingige Bezichung aufstellen. Nur lisst
sich nachweisen, dass, wenn der Querschnitt der Rohre zur

: 3 it B
IMiche der Oeffnung ein endliches Verhiiltniss hat, = eine

kleine Grisse von derselbon Ordnung wie die Dimensionen
der Oecffnung ist, die aber jeden beliebigen Werth annehmen
kann, wenn dic Oeffnung sehr klein gegen den Quersehnitt ist,

Wir getzen das Verhiiltniss 2)

» A )

B = — tang b

A
und nennen dann die Grosse o« — z, die reducirte Linge
des Stiicks der Rohre, welches zwischen 2 = 0 und z = — 2,
liegt, die Grosse o selbst die Differenz der wahren und
redueirten Liinge der Rohre.

Nachdem diese Beziehungen zwischen den Coefficienten
ermittelt sind, wird in § 7 die Form der Wellen in der Rohre
nither bestimmt. Knotenflichen, d.h. Flichen kleinster
Bewegung, liegen, wo die reducirte Liinge der Rohre gleich
einem ungeraden Vielfachen der Viertelwellenlinge ist,
Sehwingungshiuche oder Maxima der Bewegung, wo die
reducirte Linge ein gerades Vielfaches der Viertelwellenlinge
ist. Die Phasen der Bewegung sind am Orte der Maxima
um die Zeit einer Viertel-Undulation von denen am Orte der
Minima verschieden.

|9] Die Knotenflichen sind zugleich Stellen des grossten
Wechsels der Dichtigkeit, die Biuche Stellen des kleinsten
Weehsels der Dichtigkeit. In niichster Nihe der Knotenfliichen
und der Flichen stirkster Bewegung fillt die stirkste nach
der Miindung gerichtete Geschwindigkeit der Zeit nach zu-
sammen mit der stirksten Verdichtung. In den zwischen-
liegenden Abtheilungen der Réhre aber liegen heide um eine
Viertel-Schwingungsdauer auseinander.
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Wenn man die Lage des Geschwindigkeitsmaximums und
die des Verdichtungsmaximums fir einen jeden einzelnen Zeit-
moment hestimmt, so findet man fiir die fortsehreitenden
Wellen in den entfernteren Stellen des freien Raumes hekannt-
lich, dass heide mit der constanten Fortpflanzungsgeschwin-
digkeit der Wellen fortschreiten, und dabei allmiihlich an Grosse
abnehmen. Auch in der Rohre bewegt sich das Geschwindig-
keitsmaximum vorwiirts gegen diec Mindung hin, aber so, dass
sein absoluter Werth am Ort der Biuche sehr gross, in den
Kuotenflichen sehr klein ist, und ferner so, dass die Ge-
schwindigkeit seiner Iorthewegung in den Biuchen sehr klein,
in den Knoton sehr gross ist, so dass es iiberall, wo sich ein
Bauch hofindet, withrend einer halben Schwingungsdauer fast
ganz still steht, um zu Ende dieser Zeit schnell auf den Ort
des niichsten Bauches fortzuschreiten, an dem es dann wieder
eben so lange fast stillsteht. Ibhenso bewegt sich das Ver-
dichtungsmaximum, nur dass es in den Knotenflichen anhiilt
und gross ist, withrend es am Ort der Biuche klein ist und
sehnell vorwiirts eilt.

Die gewonnenen Resultate kénnen woiter benutzt werden,
um die Stiirke der Resonanz und die Phasen der in der Luft
erregten Schwingungen bei verschiedenen Erregungsweisen
des Schalls genau zu bestimmen.

Wenn die Rohre in irgend einem Querschnitte durch eine
feste Platte begrenzt ist, welche durch eine &dussere Kraft
(z. B. eine aufgesetzte Stimmgabel) in eine schwingende Be-
wegung versetzt wird, deren Grisse durch den Widerstand
der Luft nicht merklich verindert werden kann, so ist die
Resonanz am stirksten, wenn die reducirte Liinge
der Rohre ein ungerades Vielfaches der Viertel-
wellenliinge ist, am schwichsten, wenn sie ein go-
rades Vielfaches ist. Im ersteren Falle, also beim Maxi-
mum der Resonanz, verhalten sich die Amplituden in den
Schwingungshiuchen zur Amplitude der schwingenden Schlugs-
platte der Réhre, wie das durch 27z cos ke dividirte Quadrat
der Wellenliinge zum Querschnitt der Rohre. Bel Rohren” mit
wenig verengter Miindung ist cos ¢ nicht merklich von 1
unterschieden, die Grosse [10] des Maximums der Resonanz
also von der Form der Miindung zemlich unabhingig, und
die Stirke des Schalls im freien Raume ist bei solchen Rohren
sowohl vom Quersehnitt als von der Form der Ml’indﬁng un-
abhiingig. Bei stark verengter Miindung steigt die Resonanz
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in der Rohre und auch die Stirke des Schalls im freien Raume.
Bei stirkster Resonanz ist die Phase der Bewegung in den
Schwingungshiuchen von den entsprechenden Phasen der mit-
getheilten Bewegung der Zeit nach um eine Viertel-Schwin-
gungsdauner versehicden.

Achunliche Ergebnisse finden sich, wenn der Schall in
der Rohre von einem in den entfernteren 'Theilen des freien
Raumes befindlichen ténenden Punkte erregt wird, und fiir
eine jede belichige Lage des tonenden Punktes im freien
Raume vor der Miindung der Rohre lisst sich durch das unter
Nr. 3 als Folgerung des Greer/schen Theorems oben aufge-
fithrte Reciprocititsgesetz wenigstens das Verhiiltniss der Stirke
der Resonanz fiir verschiedene Rohrenlingen angeben. Auch
in diesem allgomeingten Ialle findet sich, dasg die
Resonanz der einerseits geschlogsenen Rohre am
stirksten ist, wenn ihre reducirte Linge oin unge-
rades Vieltaches der Viertelwellenlinge ist.

Auf offene Rohren, deren beide Miindungen denselben
Bedingungen unterliegen, wie die eine Miindung der bisher
betrachteten Rohren, lassen sich die Resultate leicht iibertragen.
Ihre Resonanz ist am stiirksten, wenn ihre reducirte Linge
gleich einem Vielfachen der halben Wellenlinge ist.

In § 8 werden Rohren betrachtet, welehe Rotationskérper
sind, und die Methoden aufgesucht, um Formen der Mindung
zu finden, fir welehe die Bewegung der Luft vollstindig an-
gegeben werden kann.

In § 9 werden die Rechnungen fiir die einfachsten Kor-
men der Functionen, welche die Form der Miindung®bestim-
men, durchgefithrt, Unter diesen Formen kommt eine vor,
bei weleher die Differenz zwischen redueirterund’ wahrer
Linge verschwindet. Ihre Mindung ist schwach trompeten-
formig erweitert, so dass die Fliche der Mindung doppelt so
gross ist als der Querschnitt des Cylinders. Iiine andere
dieser Formen, bei welcher die Weite der Oeffnung gleich der
des Cylinders ist, weicht so ausserordentlich wenig von einem
vollstindigen Cylinder ab, dass man fiir die meisten praktischen
Anwendungen die Diffevenz wird vernachlissigen diirfen. Der
Abstand ihrer Wandung von der eines reinen Cylinders ist
berechnet und in einer Tabelle zusammengestellt ; mehr als
14y des Radius betragt diese Abweichung nur auf einem
Streifen dicht an der Miindung, dessen Breite 0,54 des Radius
betrigt, [11] und die grosste Abweichung, die iiberhaupt
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vorkommt, ist 4 des Radius. Die Differenz zwischen der redu-
o s , . ' T x
cirten und walwen Linge dieser Réhre betrigt = 0,785

des Radius. Die eines vollstindigen Cylinders muss ein wenig
grigser sein.  Die neuesten und sorgfiltigsten experimentellen
Bestimmungen  der Grésse dieser Differenz von Wertheim*)
und Zamaminer *¥) zeigen noch keine schr grosse Ueherein-
stimmung unter einander, was vielleicht darin seinen Grund
hat, dass die Rohren durch Anblasen zum Ténen gebracht
sind, wobei man zwar, wie die Erfahrung lehrt, im Allge-
meinen Tone derselben Hiéhe bekommt, wie die Tone der
stirksten Resonanz der Rohre, aber doch nicht genau weiss,
wio weit die Tonhohe durch kleine Modificationen des An-
blasens verindert werden kann. Auch ist die Linge der
Sehallwellen nur schwer so genau zu bestimmen, dass auch
die verhiltnissmiissig kleine Differenz der wahren und redu-
cirten Linge der Réhren genau gefunden wird. Wertheim
findet den Werth dieser Differenz, wenn gie in Theilen des
Radius ausgedriickt wird, ziemlich unabhiingig von dem Ver-
hiiltniss des Durchmessers zur Wellenlinge, und zwar bei
beiderseits offenen Rohren fiir jedes Iinde zwischen 0,560 und
0,819, Mittel 0,663 Z2, fiir einerseits gedeckte Réhren zwisehen
0,638 und 0,562, Mittel 0,746 22, so dass der theoretisch ge-
fundene Werth 0,785 £ zwar grogser ist als seine Mittel-
werthe, aber doch noch innerhalb der Grenzen der Beobach-
tungsdifferenzen liegt. Zawmminer findet dagegen einen stiir-
keren Binfluss der Tonhshe. Bei offenen Rohren variirt der
Werth der Differenz von 0,848 bis 0,493 £, wihrend die
Viertelwellenlinge von 20,9 £ auf 3,9 £2 sieh éndert, und
bei geschlossenen Rohren variirt die Differenz zwischen 1,304
und 0,376 R, wihrend die Viertelwellenlinge von 40,1 22 auf
7,03 L2 sinkt. Dies stimmt nicht so gut mit der Theorie,
welche so starke Aenderungen des Werthes 0,785 22, der fiir
die tiefsten Tone gilt, bei veriinderter Tonhéhe nicht erwarten
ligst. %) Indessen sind bei den Rohren, deren Liinge mehr als
30 I betrigt, auch hier die Differenzen so0 gering, dass
Acnderungen der Schwingungszahl um ein Procent geniigen
wiirden, die Uebereinstimmung herzustellen, und bei verschie-

*) Annales de Chimie et de Physique, Sér. 3, Tome XXXI, p.394.
**) Poggendorff’s Annalen der Physik XCVII, p. 183.
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dener Stirke des Anblasens konnen leicht viel grossere Aen-
derungen ecingetreten sein.

Endlieh ist in § 10 noch eine Aufgabe in ihren allge-
meinen Ziigen behandelt, welehe bisher der theoretischen Be-
arbeitung unzugiinglich gewesen [12] war, nimlich die Be-
stimmung der Luftschwingungen in solchen Hohlriumen, deren
drei Dimensionen gleichmissig als verschwindend klein gegen
die Wellenlinge betrachtet wevden konunen, und die durch
oine Oeffnung, deren Fliche selbst gegen die Oberfliche des
Hohlraums verschwindend klein ist, mit der iusseren Luft
communiciven. I3 lisst sich die Iohe der Tone, fir welcho
solehe lugel- und flaschentérmige Pfeifen stivksto Resonanz
geben, allgemein bestimmen.  Ist die Oeffnung  kreisformig,
und ihr Flicheninhalt s, das Volumen des MHohlkérpers .S
die Schallgeschwindigkeit ¢, und die Schwingungszahl des
Tones 7, so ist nach der Theorie

i
g U
'ﬁ-_:—: e

) VYE" V

Wiihlen wir als Lingencinheit das Millimeter, und setzen
@ == 332260, so ist

T == .

b
v

Sondhauss ) hat aus Versuchen die Schwingungszahl der
durch Anblasen solcher Hohlkorper erhaltenen Tone in die
Iformel gebracht:

1

y Vs
n = 52400 — -
bf
Noch besser stimmt die Theorie mit den Versuechen von 7Wep(-
heim, bei welchen das Verhiltniss der Fliche der Ocfinung
zur Oberfliche des Hohlraums noch kleiner ist, als hei Sond-
hauss, und die Ugberemstmnnung ist desto grésser, je kleiner
jenes Verhiiltniss ist.

Fiir elliptische Oeffnungen lisst sich der Werth von 7 ehen-
falls bestimmen. Iir wird etwas grosser als fir kreisformige 3),

#) Poggendorff’s Annalen LXXXT, 8. 235 und 347. Bs ist iibri-
gens in diesem Aufsatze die Bezeichnungsweise der franzisischen
Physiker gebraueht, wonach dieSchwingungszahlen der Téne doppelt
80 gross werden als nach der deutschen Bezeichnung.
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Auch fiir Hohlkorper mit zwei Oollnungen lisst sich die-
selbe  Aufgabe logen; das theoretische (u,seu stimmt auch
hier mit den (un;.)irisc]mn Formeln von Sondhawss und seinen

Versuchen iiberein.
g 1.
Die Gleichungen der Luftbewegung.

s sei innerhalb einer Luftmasse in dem Punkte, der
durch die rechtwinkligen Coordinaten z, y, z bestimmt ist,
zur Zeit ¢ der Druck gluch p, die den drei Coouhnatenaxen
parallelen Componenten der Geschwindigkeit o, v, w, die
Dichtigkeit 72, und die Componenten deor auf die Linheit der
gasigen [13] Masse wirkenden édusseren Kriifte X, Y und Z seien
auszudriicken als Differentialquotienten einer Potentialfunction
P, so dass

dP ! dr dpr
X =~ ' = —— Z =
dz’ dy’ dz
Die bekannten Bewegungsgleichungen fiir die inneren Punkte
der Luftmasse gsind demgemiiss?):
ar 1 dp du (/ du 7 du " du

de — kK dz " dt ke ﬁ]— ‘ dy i dz’
d P I dp dv tlu dv dv
I . ==y

dy b dy o db e W dy F Cdz

() . , ”

: ar 1 dp dw  dw  dw  dw
dz & dz  dt e d R z
d(lv)

dh d (hu) o)

d (hw)
_di dz dy dz
Wenn Luft, ohne Wirme abzugeben, ihre Dichtigkeit dndert,

(B p= B,

st

wo b eine Constante und » = 1,42 ist. Daraus folgt:
dp __ Dy ht = dh und
(1 dz dz
hde = Y daT wv—1 dz ’

und #hnlich fir die Differentialquotienten nach y und z
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Die Schalll_)ewegung gehort zn denjenigen Bewegungen,
denen ein Geschwindigkeitspotentiall) zukommt, welches mit @
bezeichnet werde, so dass wir haben:

is Bl am A : d®
(19 we= G v=
Setzt man die Werthe aus (1") und (1% in die Gleichungen

(1), so haben die drei ersten derselben eine gemeingchaftliche
Integralgleichung, nimlich:

y T

() P— 2L ) =

dm
dt

f(d !D)2 (dw P dD\®
L — e \
+'“)\ dx + tly)+(({z)j )
wo /i, eine I"unction der Zeit sein kann, und die vierte (lei-
chung ligst sich auf die Form hringen:
d (/L"'“l) = [I.Z’ D Ao
B e S o 1) a1 Lk
(1°) : dt W b ) dz? + dy* 1 dzeJ
dm ‘,,MP‘ dwm c!ﬁ':l do dn "

de T daz dy dy " dz " d=

(14| In dem Folgenden nehmen wir an, dass die Geschwin-
digkeiten und Aenderungen der Dichtigkeit verschwindend
klein seien. Setzen wir®)

b= Iy (1 + b,
so betrachten wir also 2, ), siimmtliche Differentialquotienten
von §), P und @ als unendlich kleine Grossen, und vernach-
ligsigen ihre hoheren Potenzen. Dann W(}rden die beiden
(leichungen (19) und (1°), indem man b*»A;™" = &* setat,
d
a1
[ d afi(l) d* A2
T dt " da dy? dz
Indem man dic erste Gleichung nach ¢ differentiirt, kann man
h aus heiden eliminiren®) und erhilt:

(1)  P—af)=

(18) 0

*) Ieh bemerke hier noch, dass diese Elimination von % auch
an den unverkiirzten Gleichungen (14) und (1¢) vollzogen werden
kann, und dass man die Eliminationsgleichung, welche von der

Ostwald's Klassiker. 80. 92
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(2) . dP  d&® | [d*® &0 PO

2 = — -+ | == =
dit de* da* " dy* dz*

Wir wollen im Iolgenden nur Fille behandeln, wo wir
6s mit einem einzigen gleichmiissic anhaltenden Tone von 7
Schwingungen in der Zeiteinheit zu thun haben, und also @
von der Iform ist:

(29) @ = P’ cos (2zwnt) 4+ P sin (27nl),

wo P’ und " Funetionen von 2, y, z sind. Dabei kann die
Gleichung (2) nur bestehen, wenn aueh 7> von der Form istt):

(2Y) )—/L P = —q"cos (2nnt) + ¢’ sin (2wnt).
2a*

Bs zerfillt dann die Gleichung (2) in die folgenden beiden:

12 s’ 1 yst 12t
IO:-’].-W;([’—}—/{“.[”—{— Edi-"i'" 5 Ll

dy? dz?

)

(3) 2t L AP
W O 2 I df o (ilA_ "_{_
l S i da* - dy? F dzt !
wo
- . 2un 2xw
B i & &

und 4 die Wollenliinge ist.

[15] Zuniichst werden wir uns mit der Integration dieser
Differentialgleichungen zu beschiftigen haben. Aus ihrer Ab-
leitung geht hervor, dass ¢’ und ¢” Functionen der Coordi-
naten sind, welche sich nur an solchen Stellen des Raumes
von 0 unterscheiden, wo verdinderliche Krifte auf die Lufi-
masse einwirken und Schallschwingungen erregen. In allen
anderen Theilen der Luftmasse sind ¢’ und ¢” = 0, und es
sind daher dic Iunctionen ¥ der Bedingung unterworfen:

ey A2 AR o
3b L&) s il L
() 0=y 3= T y P

dritten Dimension in Bezug auf @ und seine Differentialquotienten
ist, ebenfalls mit Hiilfe der hier folgenden Theoreme durch eine
nach Sinus und Cosinus der Zeit fortlaufende Reihe integriren kann,
dgren Glieder von ater Dimension der kleinen Gréssen den Com-
binationsttnen pter Ordnung der primir angegebenen TOne ent-
sprechen.
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Ich werde im Folgenden den immer wiederkehrenden Ausdruck
d* D d* M d*D

2

~

nach dem Vorgang von Green mit N/, @ oder, wo es un-
zweideutig ist, mit \/ @ bezeichnen.

S 21
Integration der Wellengleichung,.

Wir beginnen mit der Integration der einfacheren Glei-

chung

(3% 0 =" 4 N/, .
Ein bekanntes particulares Integral derselben ist
A cos (kr + g)

() w=22L

)

wenn wir mit A und g Constanten bezeichnen, mit » aber die
Entfernung des Punktes z, 7, z von cinem fosten Punkte
a, 3, y, also

. . 2 F 2\2 -~ 2

= ) o (g ) 2 — )R,

i ist nimlich

A Az — «)
B = A= fous (b - ) + forsin (b )],
& I ‘a( o)’
7 A[,’.’x" - I[u)%(/w “+g)-+Fersin (kr +9)]
ARz — u)
‘ Vi s(kr -+g),

V7! 1 3 (y—p)* )
ar . A[ SNE I [cos (%7 +-g)-+Frsin (hrg)]
o A f* (?/ /)’)
i cos (kr—+g),

Z‘l iy 1 ) (‘ L5
((TzT = — A [7‘_ s /) JL(,os(/u +g)-+hrsin (hr--g))
AR
S.:x /) (/W +j)

9%
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[16] Wenn man die drei Gleichungen (4") addirt, so erhiilt man

L cos (fr -
ol = — Ak 0s ‘77 Fg) e w
vorauggesetzt, dass nicht 7 = 0 und dabei die Werthe von

72 2 Y 247

(‘{i 7 d_?_If d [ und % wunendlich werden. Mit Ausnahme
dz* ' dy* ' d2’

des Punktes «, (7, y ist also dann die Differentialgleichung
(3%) mittelst des in Gleichung (4) angenommenen Werthes von
W 7) durch den ganzen unendlichen Raum erfiillt.

Indem wir in Gleichung (4) ¢ entweder gleich Null oder
gleich — 4 7¢ machen, erhalten wir zwei vorschiedene Formen
des particularen Integrals.

1) Wemn g = — L7, wird

4 8in kr

(,] u) 'l[f — ‘1 ,

=
und erbilt fiiv » = 0 den endlichen Werth A% Auch die
Differentialquotienten bleiben endlich, es wird niimlich fiir 7 =0
d'l ZP' gt d:’. ZII e d‘l ZII a
48 T dgr T de¥

— AR,

wie man leicht gieht, wenn man cos 47 und sin /7 nach Po-
tenzen der verschwindenden Grésse » entwickelt. Daraus
ergiebt sich fir » = 0:

\—/x l[)' + k‘." QIJ': 07,

) : sin &r ’ :
Die Funetion ¥ = 4 e ist also oin solches particulares

Integral der Gleichung (3%), welches im ganzen Raume und

auch im Punkte «, B, y giiltig ist.
2) Wenn wir g = 0 setzen, wird

cos kr

(4%) P A

und fiir 7 = 0 unendlich gross, ebenso wie seine Differential-
quotienten. Die Gleichung (3") wird also im ganzen Raume
erfillt, mit Ausnahme des Punktes «, (3, 7.

Daraus ergiebt sich ferner leicht, dass, wenn wir setzen:

. sin 47
(49) W= I, [A”‘:f”'/ e 23 ]’
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wo bei den einzelnen Gliedern der Summe die Werthe von
«, #, y und A verschieden sind, die Gleichung (3%) erfiillt

ist im ganzen Raume, ohne Ausnahme der Punkte «, 2, ~.
g ) y by 7

[17] Wenn wir aber setzen
. , cos /1
1 HE aen 8
(‘1 ) P = =By l-Au‘rl,-/ '7" y

go ist die Gleichung (3") im ganzen Raume erfiillt mit Aus-
nahme derjenigen Punkfe, deren Coordinaten ¢, £,  in der
Summe vorkommen.

Denken wir ung die %’unkte «, (7, y continuirlich neben
einander im Raume vertheilt, so werden aus den Summen In-

tegrale, und wir schlicssen, dass die Iunction
" ; ik sin £
(48) ¥ = Bty dadpdy
JJ. PR e £

im ganzen Raume der Gleichung (3") geniigt, dagegen die

Funetion
g ‘r 08 kr
(P = /j Dy - dadpdy
. (2 7

nur in denjenigen Theilen des Raumes, fiir welehe 4 = 0,
In beiden soll / eine willkiirliche Function von «, 8 und y
bedeuten.

Wenn wir in der Gleichung (3") 4 == 0 setzen, verwan-

delt sie sich in , %
(3) Ve =o0,

die bekannte Differentialgleichung fiir die Potentialfunctionen
solecher Massen, welche in dio Ierne mit anzichenden oder
abstossenden Kriiften wirken, deren Intensitit dem Quadrate
der Imtfernung umgekehrt proportional ist. Die verschiedenen
Formen fiir das Integral % der Gleichung (3%), welche wir

g v .oSIn &7
aufgesiellt haben, verwandeln sich, wenn sie ~——" enthalten, in
: :
i = Constans ™),
welehes Integral im ganzen Raume ohne Ausnahme eines
cos kr

7

Punktes der Gleichung (3¢) geniigt, oder, wenn sie

- s[4

enthalten, in



22 IL. Telmholtz.

2 '/[ ]
P :l// . dadpdy,

welche beiden Formen in denjenigen Punkten des Raumes
nicht geniigen, in denen anziehende oder abstossende Masse
vorhanden ist, in denen also 4 oder /% nicht gleich Null ists).
Da die Gleichung
0 =— I;,’. Z[)' _}_ VJ’ ?[)'

[18] im ganzen mit Luft gefiilllen Raume erfilli sein muss
mit Ausnahme golcher Stellen, wo verinderliche Krifte auf
die Luft wirken, schliessen wir, dass in den Formen deg
Integrals (49), (4'), (4") diejenigen Punkte und Theile des
Raumes, in denen die Gleichung (3°) nicht erfilllt ist, Kr-
regungspunkte des Schalls sind. Wir wollen sie auch als
solche bezeichnen. Is mag in den Formen des Integrals (1Y)
und (4f) die Constante A die Intensitiit des betreffenden
Erregungspunktes heissen, und in (4"), wo die Erregungs-
punkte continuirlich durch den Raum vertheilt gedacht sind,
nennen wir die Constante / ihre Dichtigkeit. Bei elektrischen
Problemen, wo /; =0, wiirden die Erregungspunkte den Massen-
punkten, die Intensitit der Masse, die Dichtigkeit der Dich-
tigkeit entsprechen. Da die I'unctionen ¥ die Bedeutung
von Geschwindigkeitspotentialen haben, wollen wir, entsprechend
dem Sprachgebrauch in der Lehre von der Elektricitit und
dem Magnetismus, eine solcho Summe wie (47), welche sich
auf eine bestimmte Zahl von Punkten «, 7, 7 bezicht, das
GescllwindigkeitsPotential dieser bestimmten Erre-
gungspunkte nennen. Die Gleichung (3%) wird also erfiillt
durch die ganze Ausdehnung eines gegebenen Raumes .S
wenn P das Gesechwindigkeitspotential ausserhalb /$' gelegener
Krregungspunkte ist.

§ 3.
Gesetz der Raumdichtigkeit.
Wenn wir nun zur Betrachtung der Differentialgleichung
8) SNe¥+BW=—4ng
tibergehen, so ist sundichst zu hemerken, dass fir 4 = 0
diese Gleichung in

(88 oW e=—4duy
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iibergeht, -deren Integral hekanntlich ist®):

p :‘/.//a@?—"—‘i dedpfdy + 0,

wo @ eine Function hezeichnet, fir weleche in dem ganzen
Theile des Raumes, wo die Gleichung (3% erfiillt sein soll,
/D =0 ist.

Wir wollen jetzt zeigen, dass in ganz analoger Weise
das Integral der Gleichung

(8) TP + B = — 4y

(5) = /7/(1(, B dudp’(// + o,

wo @ eine Function bezcichnot, fiir welehe in den Theilen
des Raumes, wo [19] die Gleichung (3) ) giiltig sein soll,

as® ~+ 2O = 0.

Um die dureh das Zeichen N/, ¥ vorgeschrichenen Diffu-
rentiationen unter dem Integralzeichen in (5) vornehmen zu
konnen, denke ich mir den ganzen Raum dureh eine den
Punkt @, 7, # in unendlich kleiner Entfernung umgebende,
rings geschlossene IFliche getheilt, und nenne den unendlich
kleinen inneren Raum S, den umgebenden fusseren /5. Das
in dem Werthe von ¥ (Gleichung (5)) enthaltene Integral
zerlego iech dem entsprechend in zwei Theile, von denen der
eine ¥, der Integration itber N,, der andere F, der iiber
S, entspricht.

Iis ist also

(53) P = ip‘ -+ l[f D .
Da W, ein Potential von Brregungspunkten, die ausserhalb S,
liegen, fiir einen innerhalb &, enthaltenen Punkt ist, so ist

Ve, + B¥, =
Va® + B0 = 0
B) Vel A+ B =7 E, + B,

Nun setze ich
cos kr 1

fo="E

r r

ist:

ehengo

also

welche Grosse f, fir » == 0 auch gleich Null wird, wihrend
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aus den Gleichungen (4") sich ergiebt, dass fiir sehr kleine

a*f

arr asf . e
Werthe von » = —-—f und { gich auf Grossen von der
dz dy? dz

; ” I At .
Dimension reduciven?), und fiir 7 = 0
P

9

V/, e #

wird. Ferner setze ich

P = / 7‘/‘(1“”,,,,,,_ fdadBdy,

P = //](]“y[;,,, ~-;’--dcz dgdy,

beide Integrale iiber den unendlich kleinen Raum .S ausge-
dehnt, so dasy
"o i pr

(59 =" ¥,
Um zu ermitteln, von welcher Grossenordnung ', %" und
\/ " sind, fiihre [20] man statt der rechtwinkligen Coordi-
naten «, # und y Kugeleoordinaten ein, indem man setzt®®):

¢ — 2 =1rcosw,

f —y =rsinwcos Y,

Yy — & == r8in w 8in J ,
dann wird

dadpdy = 1*sinwdowdddr.

Ist also die mit d« d‘[;’ dy unter dem Integl'ationszeichen‘ multi-
plicirte Grigse fir » = 0 entweder endlich, wie ¢f,, oder

1 e 1 . ;
von der Ordnung —, wie 4 yna Vafr, welches gleich
7 r

/b".! 1 2 . o . .
— . ist, so wird die zu integrirende Grosse unendlich klein
und iiber einen unendlich kleinen Raum integrirt10). Daher
werden die Grossen P/, P, P, (wegen (5°)) und 7, ¥’
unendlich klein. Dagegen ist /%" endlich und hat den
bekannten Werth :

ValB" = —4ngq.
Folglich wird aus (5%) und (5¢):

\71'3 i[;- + ]»y, z[; — vw 1[;/ + qu).u + /.‘_QIP-/ + ]‘:.“P.ﬂ
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und, indem wir die unendlich kleinen Grossen gegen die
endliche vernachliissigen,

(3) VoW 4+ B2W == -—4muyq,

was zu erweisen war.

S 4
by .
Gesetz der Flichendichtigkeit ''). — Analogon des Satzes
von Green.

Es lisst sich fiir die hier untersuchten Formen von (e-
schwindigkeitspotentialen forner dieselbe Relation erweisen,
welehe fiir die Potentialfunctionen elektrischer Masgsen .m
solehen Flichen stattfindet, die wmit endlichen Massen in
unendlich diinner Schicht belegt sind.

Setzen wir

6 w=[p °°j_’“f dw,

wo dw das Flichenelement einer heliebigen IPliche (2 be-
zeichnet und p eine Funection, die sich in der Fliche con-
tinuirlich #ndert, und untersuchen die ersten Differential-
quotienten von ¥ fiir solche Punkte 2, y, # des Raumes,
welehe der Fliche £2 unendlich nahe liegen.
[21] Wir setzen wieder:
cos kr : 1
P

P o P P
= /‘pj}d(u 5

zl’":-_—‘/p 71‘ dw .

' jgt jedenfalls endlich, wenn p und die Grosse der Fliche
£ endlich sind, da Jr im_mer endlich ist. Dass %" unter
denselben Bedingungen endlich ist, ist auns der Theorie der
elektrischen Potentialfunctionen bekannt, ebenso dass P auf
heiden Seiten dicht an der Fliche dieselben Werthe hat. Dass
letzteres auch mit '’ und also auch mit ¥ der Fall sei, ist
leicht zu ersehen, da _}‘,, auch wenn man durch die Schlcht
gelbst hindurchgeht, siel immer nur continuirlich #indern kann.
Dagegen wissen wir, dass die Differentialquotienten von 4"
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an der Iliche einen endlichen Sprung ihres Werthes erleiden,
withrend leicht zu erkennen ist, dass die von P’ an der
Fliche continuirlich sein miigsen. Denken wir uns durch eine
goschlogsene Linie, die in unendlich kleiner Kntfernung den
Fusspunkt des von z, y, = auf die Fliche £2 gofillten Lothes
umgiebt, ein Stiick (2, aus der I'liiche herausgeschnitten und

das Integral / }4/}(! w getheilt in W7, welches itber die I'liche

£y, und ¥ welches iiber den Rest der Fliche ausgedehnt
ist, so dass
7 ek U it
. ¢ P = ,u "’_ /‘1-
Nun ist die Grosse

fiir unendlich kleine Werthe von 7, bleibt also endlich, macht
aber einen Sprung, wenn man von positiven Werthen von
2 —- « durch » = 0 nach negativen iibergeht12), ist dagegen
continuirlich, wenn man mnicht durch » = 0 hindurchgeht.
Letzteres geschieht nun keinenfalls, wenn man in ¥} die

dP]

Werthe von @, 7, =z sich indern lisst. Dagegen ist T
~ z

wo allerdings ein Sprung eintreten wiirde, unendlich klein als
das Integral einer endlichen Grosse,iiber eine unendlich kleine
IMiche genommen, und wir konnen deshalb seinen Werth gegen
dw) aw” o L : o

== d e vernachliissigen. Folglich sind die Differen-
tialquotienten von ¥’, welches gleich ¥ -+ | ist, continuir-
lich, und die von ¥ miissen an [22] der Fliche £2 einen
Sprung von dersolben Grosse wie die von " machen. Be-
zeichnen wir die von der IPliche ab nach beiden Seiten hin-

gehenden Normalen mit », und #,, so ist bekanntlich
d iy d lp‘”
1

ST S =4 7p
dn, dn, iy
und daraus folgt, dass auch
ys is
e B i ecn L oy

dn, dn,

sei, was zu beweisen war.
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Man kann ferner den fiir die Lehre von den elektrischen
und magnetischen Potentialfunctionen so #usserst fruchtbaren
Lehrsatz von Green™®) aunch auf die hier vorliegenden Fune-
tionen mit dem grossten Vortheil anwenden.

Wenn % und @ zwei Functionen sind, welche innerhalb
cines abgegrenzten Raumes S eindeutiy und stetig sind, d. h.
iiberall endliche erste Differentialquotienten haben, so ist
nach jemem Satze von Green's):

. s
/l’i___ dw - ///ZPY/'I)(J( dydz = [ ® tcll_/Ie dw

= ’[/‘j‘q)v Pdedydz,

wo dw ein Flichenelement der Oberfliche von ) 2 die nach
innen gerichtete Normale bedeutet, und die Integrationen nach
dw iiber die ganze Oberfliche von 5, die nach da dy dz dureh
das ganze Inmere von S auszudehnen sind. Wenn wir auf

peiden Seiten dieser Gleichung addiren 4* /// Ydadydz,
JJe

50 bringen wir den Satz in die Form, welche wir hier brauchen:

(7) /ip‘ av dw -+ jyy.‘l‘ (/B0 dedydz

dn
‘o ¥ (o N dady dz
::',(1) I dw +/j/¢h (V¥ -+ B*P)dedydz .

Sind ¥ und @ dargestellt als Geschwindigkeitspotentiale von
Brregungspunkten, die theils innerhalb, theils ausserhalb deg
Raumes 5 continuirlich mit der chhtwkelt ¢ und p verbreitet
sind, so ist nach Gleichung (3) und (7):

(7 /‘lJ —d——l— dow — 4 /c///7ff1)dv dydz

(lz el
/1) 5 dw — 1/r///(1)(1d cdydz .

(23] Sind ¥ und @ Geschwindigkeitspotentiale von ausserhalb
S gelegenen Erregungspunkten, so wird:

®) Crelle's Journal Bd. 44, S. 360.
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(7") ./ZP @ dw __./([)~——(]0)

dn

Green hat bewiesen, dass eine solche Gleichung wie (7") auch
vichtig bleibt, wenn in einem unendlich kleinen Raumelement
ds des lmumw S die Dichtigkeit P einen so grossen con-
stanten Werth annimmt, dass pds einer cndlwhon Grosse A
gleich wird, obgleich dann @ an dieser Stelle nicht stetig
! | 3

bleibt, sondern unstetig wird, wie - Nehmen wir an, dass

=
 das Geschwindigkeitspotential der in dem unendlich kleinen
Raumelemente s, dessen Coordinaten «, (3, 7 scien, mit der
gleichmiissigen Dxchtxokut p vertheilten Iurxetrunmpunktc sei,
wilhrend p itberall sonst gleich Null ist, so dass also @ in
endlicher Entfernung vom Punkte ¢, f, 7 den Werth habe:

cos &

D= A ~ 3

P
$o redueirt sich das dreifache Integral der linken Seite der
Gleichung (7%), indem wir den Worth, welehen ¥ im Punkte

3, v hat, mit ¥, bezeichnen, auflt
) ) ?

b [pds — 4,

Die Gleichung (7) wird also:
AP cos kr A _ﬂ/‘;f @ (9(,’_,3 A:y') Aoy

C PN R 7 o (e Agtiz
i el dn r dn\ 7

i /"/]g‘ w10 P gy a

Somit ist die Funetion %, welche wir nur der Bedingung
unterworfen hatten, eindeutig und stetig zu sein, die {ibrigens
ganz beliebiger Ar sein ka,nn auf dle Form ungerer Ge-
schwmdlgkeltspotentmle gcbracht Ist iibrigens innerhalb des

ganzen Ranmes §
Vol -+ 12 =0,

80 wird die Gleichung (7¢):

(79) /lz o d (cos ]f7 __j ¥ c_‘)_s_/bl dw = 4n'P, ,
p dn 7 dn 7
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2 IS ey
AP cos ki . .
dw das Potential einer

Nun ist das Integral

dn
Sehicht von Erregungspunkten, welche an der Oberfliche von
il i
S ausgebreitet ist und die Dichtigkeit iy hat. Das andere
; : "

Integral konnen wir aber betrachten als das [24] Potential

einer Doppelschicht von Irregungspunkten, die derselben

IMiche anliegen.  Donken wir die eine Schicht mit der
; 1 :

Dichtigkeit — —— " auf der #usseren Seite der Oberfliche

von & in der unendlich kleinen Entfernung le von dieser

Oberfliche ausgebreitet, die andere mit der Diehtigkeit

1 . . .
- = P oauf der inneren Seite der Oberfliche von S auch

in der unendlich kleinen Entfernung e von dieser Ober-

fliiche entfernt, so wird das Potential dieser Schichten sein!5):
d [cos kr o ; 3 ; :

/‘lr J ( )clm. Somit lisst sich jede stetige und

' an T

eindeutige Function ¥, welche in allen Theilen des

Raumes & der Gleichung geniigt:

JW 4 I =0

als Geschwindigkeitspotential von Krregungs-
punkten ausdriicken, die bloss liings der Oberfliche
von S ausgebreitet smd

Hier aber hort die Aehnlichkeit mit den elektrischen
Potentialfunctionen auf, indem diese letzteren sich stets aug-
driicken lagsen als Potentialfunctionen einer einfachen
Schicht von Ilektricitit an der Oberfliche des Raumes, was
bei ungeren Potentialen zwar im Allgemeinen auch der Wall

ist, aber fiir eine unendlich grosse Zahl von bestimmten
Wu‘tlwn von /% fiir eine jede wevebene geschlossene Oher-
fliche Ausnahmen erleidet. Is <smd dies n#imlich diejenigen
Werthe von /%, die den eigenen Tonen der cmgeschlossenen
Luftmasse entsprechen.

Man kann sich davon leicht an einem Beispicle iiber-
zeugen, indem man das Potential fiir "eine gleichmiissig und
contmmrhch mit Erregungspunkten belegte Kugelschale be-
rechnet.!t)

Wenn simmtliche Dimensionen des Raumes .S sehr klein
gegen die Wellenliinge sind, kann %7 gegen 1 vernachlissigt
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werden, so oft » die Intfernung zweier innerbalb & ge-
legener Punkte ist. Unter diesen Umstinden wird die Glei~
chung (7%):

4, =— i,}' d (k) L A (Z([)
“T dn T

Bei dieser Weglassung unendlich kleiner Grossen wird also ¥
eine I'unction, w«'lcho der Gleichung \/¥ = 0 im Raume &
geniigt, und os folgt daraus, dass man in Riumen, deren
Dimensionen gegen die Wellenlinge verschwindend klein sind,
statt der Ifunectionen, die der Gleichung /¥ 4 #*W = 0
geniigen, stets unendlich wenig davon unterschiedene Functionen
finden kann, die der Gleichung \/% == 0 geniigen.

[25] Wendet man dic Gleichung (79) auf theilweis zu-
sammenstossende Riumeo /S, und /S, an, indem man die Ilemente
ihrer nicht gemeinsamen Oberfliche mit dw, und dw,, die
des gemeinsamen Stiickes ihrer Oberfliiche mit dw, bezeich-
net, unter 7, die nach dem Inneren von .5, unter », die nach
dem Inmeren von ., gerichteten Normalen dieser I'lichen-
elemente versteht, so hat man,

wenn innerhalb S, /¥, 4 W, =0,
und innerbalb S, /¥, -+ AW, =0,
der Punkt «, /3, y, von dem die Intfernungen » gerechnet werden,
aber innerhalb S, liegt, und wir unter dem Integralzeichen
[dw, - dw,] schreiben, wo die Integration iiber simmtliche
Elemente dw, und s‘tmmtlichc dw, aus%dehnt werden soll:
d {coskr dE, cosﬁ:r . ;
vt [, fzn; (B ot f 5, 5 Wtdn)

W, coslkr

0 ——/*[" (w:'m)[d(u,,—l -dw, |— e

H{dw,+dw,)].

n” %y
dn,, dn, 1
Wenn nun an der gemeinsamen 'I‘renuungsﬂéicho beider Riume
s 1
P o i gy, . a¥, (/ v,
(el ) Fr TR i
dn, dn, dn,,
ist, 8o giebt dio Addition beider Gleichungen, da d#n, = — dun,,:
e @ [eos kr P, cos kr
17, :—‘/l-’-i/ Sy sl B —/1 —dw
’ / 4
£ dn,\ » (l//, 7

* v ZIJ‘ L .
+/ . C_l_ (Lo» /b() B #ﬁ\/ d, oS K7 lw,,.
; dn,

dn, r
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Die Funetion ¥, erscheint also hier als Potential von Punkten
ausgedriickt, die an der nicht gemeinsamen Oberfliche der
Riume 5, und 5, liegen, wihrend die Punkte der gemein-
samen Trennungsfliche ganz aus dem Integral verschwinden.
(enau dengelben Ausdruck erhilt man aber fir ¥,, wenn
man den Punkt ¢, £, » in den Raum 5, verlegt. Is sind
also in diesem Ifalle ¥, und ¥, Potentiale derselben ausser-
halb des gemeinsamen Raumes S, und S, liegenden Erregungs-
punkte, und beide Functionen miissen continuirlich in ein-
ander iihergehen.

Wenn wir also im Iolgenden fir das Geschwindigkeits-
potential in versehiedenen Theilen eines zusammenhiingenden
Luftraumes versehiedene Ausdriicke ¥, und ¥, werden wiihlen
miissen, wird die Continuitit an der Grenzfliche [26] herge-
gtellt sein, wenn in allen Punkten derselben

. di, a%, ¥
P,=%, und — = —" oder == — —".
dn, dn, dn,
§ 5.

Verhalten in unendlicher Entfernung.

Wir miissen noch die Grenzbedingungen aufstellen fiir
solche unendlich entfernt gedachte Oberflichen, durch welche
Schallwellen in den unendlichen Raum hinauslaufen, und
jenseits wolcher es keine Krregungspunkte mehr giebt. Wenn
von ecinem einzelnen Punkte aus in der vorher unbewegten
Luft eine Erschiitterung ausgeht, so hat das Geschwindigkeits-

i
potential bekanntlich!7) die Form o F(r—at), wo I eine will-

kiirliche Funection, ¢ die Schallgeschwindigkeit, » die Rn-
fernung vom Erregungspunkte «, £, y bezeichnet. Soll 7
einer einfach periodischen Bewegung von 7n Perioden in der
Secunde entsprechen, so miissen wir ihm die Form geben

-~ cos [kr — 2nnt ¢}, wo 27wn = ak, wie in (34 fost-

gesetzt ist. Haben wir nun eine beliehige Anzahl Schall er-
regender Punkte in endlicher Entfernung vom Anfangspunkte
der Coordinaten, so dass das Geschwindigkeitspotential ¥
von der Form wird: ,
(8) W3 {A,‘ o8 [kry — 2t 4 g, \‘,
7y J
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wo 7, die Entfernung vom Punkte a, <, und g, Constanten
bezeichnen, die fiir die verschiedenen Punkte versehieden sind,
und setzen wir die Coordinaten z, y, z des Punktes, in dem
die Schallbewegung bestimmt werden soll, gleich

0cos m, osinwcos P, osinwsind,

fiir den Punkt a aber gleich
aq ) ‘/”) a9 ;/ﬂ b

50 st
r=V0*—2¢(«cos w-+psinwcos I-ysinwsin I) e 42
und fiir unendlich grosse Werthe von ¢ wird

7= 0 — acos w— fsinwcos J— ysinwsind,
indem wir die weiteren Glieder vernachlissigen, welche ¢ im
Nenner enthalten und deshalb unendlich klein werden. Da-
nach wird nun der Werth von ¥, wenn wir nur die Glieder

1
von der Ordnung —Q— beibehalten :

c0—2mnt
[R7] (8%) ~ W= (M()_—/Lﬂ) {4, cos [k (e, cos w

-+ {3 sin @ cos 9 -y, sin @ sin F) — g,]}

. 3 — D py )
snfhe = 2aE) x ( 4, sin [ (a cos @

4

+ Basin w cos I - yasin o sin F) — g.]} .

Die beiden Summen in diesem Ausdruck sind von ¢ unab-
hingig, dagegen Functionen von @ und 9. Wir kénnen
also schliesslich fiir unendlich grosse Werthe von o ¥ auf
die Form bringen :
) W=y cos [ko—2mnt -] ,

¢
wo 2 und ¢ Funetionen von w und 9 sind.

Dieselbe Betrachtung lisst sich auch anwenden, wenn
in der Nihe der Schall erregenden Punkte begrenzte feste
Kérper vorhanden sind in endlicher Entfernung vom Anfangs-
punkte der Coordinaten, insofern man an der Oberfliche
dieser Korper periodisch wirkende Kriifte annelmen kann,
welche die Bewegung der Lufttheilehen senkrecht gegen ihre
Oberfliche zu vernichten im Stande sind'%). Ist der Raum durch
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’

irgend eine unendlich ausgedehnte Fliche nach einer Richtung
hegrenzt, so ist diese Betrachtung nicht unmittelbar anwend-
bar, weil man dann periodisch wirkende Krifte an dieser
Iliiche bis in unendliche Entfernung hinaus haben wiirde.
Wohl aber lisst sich einfach der Fall behandeln, wo der
Raum durch eine unendliche Ihene begrenzt ist, die durch
den Anfangspunkt der Coordinaten geht. Man braucht sich
zu den Erregungspunkten nur noch ihre Spiegelbilder hinter
der Ibene hinzu zu denken, von beiden zusammen das Ge-
schwindigkeitspotential zu nehmen, so erfiillt dies die Be-

) : awr ; 3
dingung, dass an der Ibene [ e 0 sei 1), und es lassen sich
an

auf ein solches Geschwindigkeitspotential dieselben Betrach-
tungen anwenden, als wenn nur endliche foste Korper in der
Nihe wiiren.

Unter diesen Umstiinden ist also die Gremzbedingung,
welche fiir die unendlich entfernten Theile des freien Raumes
aufzustellen ist, die, dass das Bewegungspotential ¥ dort die
in Gleichung (8") angegebene Form habe.

Reciprocititsgesetz. Setzen wir jetzt voraus, dass
W das Geschwindigkeitspotential eines Schallwellenzuges sei,
der in dem Punkte @ erregt wird, in dessen Nachbarschaft
gich eine beliebige Anzall fester hegrenzter Korper befinden
mige, so dass nur an dieser Stelle ¥ unendlich worde, wie
A 70()5;:5,3_,_, cos (2w nt),

Ty
sonst iiberall endlich und stetig bleibe, und in der unendlich
grossen Entfernung o [28] von derselben Form wie in Gleis
chung (8") sei. Ausserdem moge an der Oberfliche der festen
s
Korper die Gleichung ((Zl,ll; == () stattfinden. Is gei ferner o
das (Geschwindigkeitspotential einer Schallbewcgung, die im
Punkte 4 erregt worden ist, so dass in unendlich kleiner Ent-
fernung von 4 ) unendlich wird, wie

L cos by,

0= A cos (27w nd) ,

7y
in unendlicher Entfernung o dagegen

¢ = g 208 lke = 2rnd A

(‘)
Ostwpld’s Klassiker. 80, 4
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sei, wo & und b nach verschiedenen Richtungen vom Anfangs-
punkte der Coordinaten aus verschiedene Werthe haben; iibri-

gens muss @ wie ¥ iiberall sonst endlich sein, und an der
dw
Oberfliiche der festen Korper e 0.

Wir wenden nun die Gleichung (7) auf einen Raum &
an, der durch eine mit dem unendlich grossen Radius ¢ um
den Anfangspunkt der Coordinaten beschriebene Kugelschale
umschlossen ist, von welchem wir nur ausschliessen alle die
Theile, welche durch die festen Korper eingenommen sind.
Iiir die Integration an den Punkten « und b, wo W und @
unendlich gross werden, findet dieselbe Betrachtung wie bei

Gleichung (7¢) statt. Wn erhalten20) :

(9) '/llf;j” ¢/m—~dm

7

= 4w A[P) cos (2wnt) — Dy 08 (2w nl)],

wo ¥, den Werth von ¥ im Punkte 4, und @, den von @
im Punkte @ bezeichnet. Die Integration nach dw ist sowohl
iiber die Oberflichen der vorhandenen festen Korper auszu-

di dir
dehnen, an denen aber e e

dn dan
wegfallen, als auch iiber die Oberfliche der Kugel. Hier
wird nun 2““)'

0, so dass diese Theile

am aF _ AB/ sin (0 — ¢)
i it Q :

a,’ n dn 0*

Wenn wir nun bedenken, dass ¥ und @ von der Form sein
miissen:

P = P gos (2w nt) + P sin(27wat),

D = @' co3(2wnt) + D" sin(27wnt),
wo W, @', " und D" von der Zeit unabhiingige Grissen
sind, so wird

WPy cos (27 nt) — M, cos (2w nt)

=4[ Pi— DL+ L [F;— W) cos (47nt) 4§ [ F 7— D) sin (47wnd).

Da nun die Gleichung (9) fiir jeden Werth von # erfiillt sein
muss, so muss (9] einzeln gleich sein:



Ueber Luftschwingungen in offenen Rihren. 3b

P, — Dy =0
Py — 0 =0
/‘ AV sin (b0 — ¢) do

0?
g

7

)

] 07

also auch
(9% Wy == Py cos (27ent) 4 W sin (2 wni)

== (0, cos (27xnd) - @ sin (2 wnt) = M,
Daraus geht der wichtige Satz hervor: Wenn in einem
mit Luft gefillten Raume, der theils von endlich
ausgedehnten festen Korpern begrenzt, theils unbe-
grehzt ist, im Punkte ¢ Schallwellen erregt werden,
so ist das Geschwindigkeitspotential derselben in
einem zweiten Punkte & ebenso gross, als es in ¢
sein wiirde, wenn nicht in «, sondern in 4 Wellen
von derselben Intensitit orregt wiirden. Auch ist
der Unterschied der Phasen des erregenden und er-
regten Punktes in beiden Fillen gleich. 20%)

Aus der nach der Gleichung (8°) gemachten Bemerkung
geht hervor, dass dasselbe moch gilt, wenn der Raum von
einer unendlichen Ebene theilweise begrenzt ist. Ist @ das
Geschwindigkeitspotential von Schallwellen, die eine gréssere
Zahl von Erregungspunkten 4,, b,, ..., 0, haben, also von
der Iform

wo 0, das Potential der in &, erregten Schallwellen iét,
so wird
@) 3 [Wba] = S[@ma) -

In dem alle, wo die durch /" dargestellte Schallbewegung
nieht davon herriihrt, dass ein tonender Punkt ¢ sich im freien
Raume hefindet, sondern dass an irgend einem Oberflichen-
elemente der Begrenzung des TLuftraumes, das wir mit dq

A,
hezeichnen wollen, E;' nicht Null, sondern
diP
—%— Becos2unt
dn
ist, so wird aus der Gleichung (9)20):
(99) b AWy = — B, da.
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Dieser Satz kann dazu dienen, um in solchen Iillen,
wo man die Schallbewegung der Luft vollstindig nur fiir ge-
wisse hesondere Liagen des schallerregenden Punktes bestimmen
kann, doch wenigstens fiir alle anderen Lagen eines oder
beliehig vieler schallerregender Punkte die Frregung in [30)]
jenen ersten Stellen des Raumes zu hestimmen. Namentlich ist
der Satz wichtig, wenn man die Schallbewegung fiir eine jede
entfernte Liage des tonmenden Punktes bestimmen kann, weil
man danu riickwirts auch fir jede andere Lage des ténenden
Punktes die Fernwirkung bestimmen kann, auf die es bei den
akustischen Versuchen meistens allein ankommf.

§ 6.
Wellen in offener Rihre.

Wir gelien nun zu unserer eigentlichen Aufgabe iiber,
die Bewegung der Luft am offenen Ende einer eylindrischen
Réhre zu bestimmen, wenn im Innern der Rohre durch irgend
eine Ursache ebene Wellen, die einem einfachen Tone von 7
Schwingungen in der Secunde entsprechen, zu Stande ge-
kommen sind, und sich die Bewegung durch die Miindung
der Rohre der #usseren Luft mittheilt, welehe iibrigens zu-
niichst durch keine anderen Schall erregenden Kriifte afficirt
sein moge.

Die Form der Réhre sei im Allgemeinen cylindrisch von
beliehigem Querschnitte; nur in geringer Entfernung von der
Miindung moge dieselbe von der cylindrischen Form abweichen
diirfen.  Wir schliessen also Rohren mit trompetenformigen
oder halb gedeckten Miindungen in unsere Untersuchung oin.
Uebrigens setzen wir voraus, dass sowohl die Dimensionen
der Oeffnung, wie auch die Linge des nicht ecylindrigchen
Theils der Rohre gegen die Wellenlinge verschwindend klein
seien. Den #usseren Raum denken wir uns der Einfachheit
wegen nach einer Seite begrenzt durch eine unendliche Ibene,
welche senkrecht gegen den cylindrischen Theil der Réhren-
wand gerichtet ist, und in welcher die Rohrenmiindung selbst
liegt. Diese Kbene sei die yz-Ebene, die Réhre befinde
sich auf Seite der negativen =, deren Axe im Innern der Rohre
liegen und dem cylindrischen Theile ihrer Wand parallel sein
soll. Auf Seite der positiven # sei der Luftraum unbegrenzt.
Nach der gemachten Annahme betrachten wir £y und £z als
verschwindend klein gegen 1, wenn y und 2z Coordinaten
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eines Punktes der Rohrenmiindung sind, und ebenso Z2, wenn
2 einem Punkte des nicht cylindrisehen Theils der Rohren-
wand angehort.

Unsere Voraussetzungen iiber die Natur der Bewegung,
welche wir untersuchen wollen, driicken sich nun in folgenden
Gleichungen aus. Irstens nchmen wir an, dass irgendwo in
der Rohre sich ein Abschnitt befinde, zwisehen welehem und
der Miindung keine dusseren Kriifte auf die Luftmasse ein-
wirken, und in welchem das Geschwindigkeitspotential ¥ un-
endlich [31] wenig verschieden sei von der Iorm

v

; ;
P —= (; sin bz 4+ Beos k :r:) cos (27w nt)

A
-+ (/ sin bz -+ B cos A:m) 9in (2722 7).

Dies ist die allgemeinste Form?!), welche ebene Wellen, die
cinem einfachen Tone von z Schwingungen angehoren, haben
kinnen. Zur weiteren Vereinfachung wollen wir gleich den
Anfang der Zeit ¢ so festsetzen, was offenbar immer moglich
ist, dass U = 0 wird, und somit ¥ in dem hesagten Ab-
gchnitte der Rohre die Form erhiilt:

Lo 7 I
(10} ¥= (,/;_ sin .::zf—}—Bcos/u:c) cos(2s0nt) + D coska sin(27e nt).

Auf Seite der positiven z denke man sich zwei halbe Kugel-
flichen von sehr grossem Radius construirt, deren Mittelpunkt
im Anfangspunkte der Coordinaten liegt. Zwischen beiden
goll ¥ die Form kugeliger Wellen haben, die in den unend-
lichen Raum hinauslaufen, niimlich, wenn wir, wie friiher, die
Entfernung vom Anfang der Coordinaten mit ¢ hezeichnen:

-co8 (ko — 27w ni) M sin (kg — 2o nt)
e o e ey e T

¢ ;
wo M und M, unabhiingig von g, aber miglicher Weise ab-
hiingig von den Winkeln sind, die ¢ mit den Coordinatenaxen
bildet.

Jenseits der dusseren jemer beiden Kugelfliichen mag noch
ein Raum liegen, wo die Schallbewegung erst beginnt, aber
zwischen der Region der ebenen Wellen in der Rohre, deren
Bewegung in der Gleichung (10) gegeben ist, und der Region
der Kugelwellen von der Form (10%) soll die Stiirke und Phase

( lU:L} W= M
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der Luftschwingungen stationiir geworden sein, also ¥ hier
iiherall von der IForm sein:
(10°) W == W' cos(2mwnt) + P sin (2w nt),
worin " und ¥ Functionen der Coordinaten, aber unab-
hiingig von der Zeit sind und in diesem ganzen Theile des
Luftraumes die Bedingung erfiillen:
(3" 0= MW YW,

Endlich muss noch lings der ganzen Wand der Rohre und
an dem Theile der yz-Ebone, weleher nicht von der Rohren-
miindung eingenommen ist, sein:

dyr

Wir wollen nun die Beziehungen zwischen den Coefficienten
A, B, B, M und M, der Gleichungen (10) und (10%) mittelst
des erweiterten G'reen’'schen Theorems aufsuchen.

[82] Die erste Anwendung der Gleichung (7) machen wir
auf den inneren Raum der Rohre, diesen von der Ebene der
Miindung bis zu einer damit parallelen KEbene genommen,
welche in der Region der ebenen Wellen liegt. Die Funetion ®

der Gleichung (7) setzen wir hier:
0 = cos kx .

Da sowohl @ wie ¥ die Gleichung (3) erfiillen innerhalb des
hier betrachteten Raumes, so reducirt sich Gleichung (7) auf

(7 /?[i ﬂ dw /11) ——— clcu 0.

AP
Nun ist 7, hur an der Miindung und in dem Querschnitte
an

ay
der Rohre von Null verschieden, dort ist es gleich — b

: " d q 49
hier gleich - v s wird also ?2):

lJ"
l/’l'h— dtu——~cos‘7/uztj dw — sln?mmﬁ/

-+ Q4 cos bz — Bl sin kz) cos Lz cos (275 ni)
— QB sin kz cos ka sin (27w nt) .

’ zl’["
dw
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. Pla dw " y
Durch den Horizontalstrich Y oder - e sollen hier und fortan
d:
die Werthe bezeichnet werden, welehe die betreffenden Func-
tionen in der Ebeno der Rohrenmiindung haben. Mit Q ist
die Grosse des Querschnitts des eylindrischen Theils der Rohre
; ., dWl ey ;
bezeichnet. Dagogen ist = am ecylindrischen Theile der
dn

Rohrenwand und in der Oeffnung der Rohre gleich Null. Von
Null verschieden ist es nur in dem Querschnitte der Rohre,
wo es den Werth — 7 gin £z hat, und in dem nicht cylin-
drischen Theile der Rohrenwand. Nennt man den Winkel, den
die nach innen gerichtete Normale der Rohrenwand mit den
dwm dw —

positiven @ bildet, 3, so ist, da = == =0,
= 0§ § —— == — & sin ka cos
Wir haben also):
/ z"(*l/—[ dw = — Q(A sinkz -+ & B eos kz) sinka cos (270 nt)
— Q&Y coska sinkaz sin (25w n i)

— keos(2mn t)/ Y'sinka cos fdw

— L sin (27en t)/ P sinka cos fdw ,

Wenn man diese Werthe der Integrale in die Gleichung (7P)
einfihrt, und [33| einzeln die mit cos(27r7¢) und die wit
sin(2 70 nt) multiplicirten Glieder gleich Null setzt, so erhilt man

’ 17 e
(i) A4Q :/f”j ] / WPsinka cospdow,

(11" 0 / & P - dw — A:/ P sin kb cospdo.

In beiden Gleichungen ist das erste Integral iiber die ganze
Ocffoung der Réhre zu nehmen, das zweite iiber die Wand
der Iohlo doch wollen wir 0dmch bemerken, dass an allen
Stellen, wo cos 3 von Null verschieden ist, £z nach unserer
Amnahme eine verschwindend kleine Grisse wird. In rein
cylindrischen Rohren mit ganz offener oder theilweis gedeckter
Miindung fallen diese letzteren Integrale ganz weg.
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Die zweite Anwendung des Theorems (7) machen wir auf
den freien Raum auf Seite der positiven z, der einerseits be-
grenzt gedacht wird durch die yz-Ibene, andererseits durch
eine um den Anfangspunkt der Coordinaten als Mittelpunkt
construirte halbe Kugelfliche, welehe in die Region der kuge-
ligen Wellon fillt. lnnm]mlb dieses Raumes liege der Punkf,
dessen Coordinaten @ 8, v sind. Die Entfernung des Punktes

«, 4, = von ihm sei 7,, wihrend 7, die Entfernung von dem
Punkte sei, dessen bomdinateu —«, #, y sind, und der

ausserhalb (les hier betrachteten Raumes liegt. Die F'unction @
der Gleichung (7) setzen wir

o , €os(kr, — 2srni) ‘3 cos (kr, — 27nt)

=1 el :

& 7./ = 7'//

Indem wir nun die Gleichung (7) anwenden mit Beachtung
des in (7°) beriicksichtigten Umstandes der Unstetigkeit von @
im Punkte «, (3, y, erhalten wir'“):

wo W, den Werth von “ im Punkte «, (3, y bezeichnet.
Wie im Ifalle der Gleichung (9) wird die Grosse
0 — O i an der weit entfernten Kugelfliche eine von
dn dn
der Zeit unabhingige Grisse, ebenso natiirlich auch das Integral
dieser Grisse iiber die Kuoelﬂii,clm, welches wir mit © be-

., dw
zeichnen wollen. An der yz-Iibene dagegen ist o iiberall
7"

-
gleich Null 1%); ehenso dl . iiberall mit Augnahme der Oeffnung,
dn

iy
Wo es gleich ((Zli ist; [34] @ aber bekommt den Werth:
B = 008 (kr, — 27w ni)
7
7‘/

weil an der yz-Eheno r, =1, ist. So erhalten wir die
(Jlelchung

(1 : _~/ AP cos (kr, — 27 ni)
2 Ly

dw == 27 cos (2w nt) P,.
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Setzen wir nun nach Gleichung (10V):
(10Y) W= ¥’ cos(27wnt) + P"sin(2wnl),

$0 konnen wir in der Gleichung (11°¢), welche fiir alle Wertho
von ¢ erfiilllt sein muss, die Quadrate und Producte von
cos(27¢ ) und sin(27¢2¢) dureh cos(47nt) und sin (47w n)
ausdriicken und dann einzeln gleich Null setzen: 1) die Glieder,
welche nach der Zeit constant sind, 2) die Glieder, welche mit
08 (47¢n¢) multiplicivt sind, und 3) die mit sin(4s¢2¢) multi-
plicirten, und erhalten dadurch folgende drei Gleichungen:

AW coskr, = dW" sinkr,
C=wnPe+1 /(af:L —7,——+ v e )(/(U,

i cos/ir, dWP" sinfer,
—' dw / dw,

dz 7,

R L

AW’ sinkr AP coskr
0 == st Py ‘/ "do '/ = "dw.
J de v, Jode 1,

dz 7,

Die Integrationen sind iiber die Oeffnung der Rohre auszu-
dehnen. Durch die beiden letzten Gleichungen ist der Werth
der Functionen ¥" und %" fiir alle Punkte des Raumes auf

Seite der positiven z gegeben, wenn die Werthe von e
da
dp” S A
und 7 in der Oeffnung der Rihre bekannt sind. Die erste
dz

Gleichung folgt aus den beiden anderen mittelst des Theorems
(79)25). Der Werth von ¥, wird demnach:

L br, — 2und)

5 . AT AP’ cos (kr, ont) g
1y We=—o [ = b
U AT sin(kr, — 27 nt

st i )dw.
)117' dz T

Wenn wir statt der rechtwinkligen Coordinaten Polar-
coordinaten einfiihren, néimlich
¢=ygcosw, f=¢snwecosd, y=0snwsnd,
80 wird in unendlich grosser Entfernung ¢ vom Anfangspunkte

der Coordinaten mittelst einer dhnlichen Umformung, wie sie
in (8%) ausgefithrt ist:
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cos(ko —2mnl) I, $in (ko — 2mwnt)

A 0
¢

(10 ¥ — M

7

[35] wo26)
» o ys! 757
’ M == s /(’l/; cos ke |- d/{r 8in /L) dydz,
p 290 e ar ur
(117) 4 |
) s s’
M = — _)L//((l/l cos ke ~~-([(T[L~ sin/.::-;) dy dz,
‘ 270/ adz K4 j

¢ ==y sin  cosJ -+ 2 gin w sin I,

ud wo die Integrationen iiber die Oeffnung der Rohre aus-
zudehnen sind.

Eine dritte Anwendung des erweiterten G'reer’schen Satzes
machen wir auf den Raum welcher zwischen einem Quer-
schnitte der Rohre in der Roomn der ebenen Wellen und
einer halben Kugelfliiche in der Region der kugeligen Wellen
liegt. I'iir die Funetionen ¥ und @ der Gleichung (7) setzen
wir @ und ¥" und haben wie in (7°):

(71)) / o A

17/ 1 J 77 0
d(u ol / P dow =0 .
. dn
Da liings der ganzen festen Wand des Raumes i

dn

ay’ a”P”_
dn :
s0 ist die Integration nur iiber den Querschnitt der Rhre und

die Halbkugel auszudehnen. Im Querschnitt ist:
P = —?-1 sin kz -+ B eoskz,
P’ — B cos bz,

o g'r’ i ©F dip AD
dz  dx
An der Kugelfliche ist27):
7 o pr R0 L ‘”"/”"
)
P qm/g + M, cos/»o,
0 0
dw" d R+ M)
== Axfk s Fh < v T L
do he (lg o
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Wenn man die Integrale nimmt, wird:

s 227
(11 (%—A%Q+%j dw/ d9(M* + M3 sinw .
0 0

[36] Endlich wenden wir noch das Theorem (7) auf den
inneren Raum der Réhre an, von der Ebene der Miindung
bis zu einem Querschnitt in der Region der ebenen Wellen
fiir die Funetion ¥’ und

D = ginkz,
]2 754
(711) / 7[" D d(,) /(1) (fﬁv dw = 0.

Am Querschnitte der Rohre wird

UL AR
L A
dz da
!
An der Wand der Rohre wird (7/7 =0, an ihrer Miindung

@ = 0, so dass das zweite Integral der Gleichung (7°) ver-
schwindet. Im ersten wird an der Wand der Réhre??):

dw ;
o k eos ka eos 3,
10
an der Miindung %{T = — /. Also haben wir:
a1

() QD -P—j‘P” cos ki cos Bdw ——/ P do = 0,

wo das erste Integral iiber den nicht eylindrischen Theil der |
Rohrenwand auszudehnen ist, so weit cos 5 sich von Null |
unterscheidet, das zweite iiber die Oeffnung der Rohre. |

Wir haben jetzt in den Gleichungen (11), (11%), (11‘1)
(11%), (118), (11") die Werthe der Coefficienten A, B B, M, M, |
und der Functionen ¥’ und %" im freien Raume Lulﬁck- |
gefiihrt auf Integrale, in denen nur die Werthe vorkommen, |
welche ', ¥" und ihre Differentialquotienten theils in der



R\

44 I. Helmholtz,

Miindung der Rohre selbst, theils an dem nicht cylindrischen
Theile ihrer Wand haben. Wir wollen jetzt die Verein-
fachungen dieser Ausdriicke einfithren, welehe daraus her-
fliessen, dass die Dimensionen der Mundun«r und die Linge
des nlc,ht cylindrischen Theiles des Rohre unserer Annahme
nach gegen die Wellenliinge verschwindend klein sein sollen.
Vernachlissigen wir Grossen von der Ordnung /%e gogen ,
$0 nehmen unsere (leichungen (11), (11*) und (11) folgende
(lestalt an?):

4}‘/
(12) 4Q :/ %—; dw,
J daz

- )I’
[87] (12%)...0 :/(/»—/[~ lw — k? /ll' 2z o83 do,

|z

s’ 1
(12 11[:;#-1—/ Zl dw = — AQ .

2ud dw 27

Iiir den Werth von M, ist zu bemerken, dass das von /4

s

: G Py .
unabhiingige Glied desselben / dw nach (12) gelbst eine
:

verschwindend kleine Grosse ist, dass ferner auch das mit
A

der ersten Potenz von /4 multlpllcutoj T edw der Null

gleich gemacht werden kann, wenn man den Anfangspunkt

der Coordinaten, iiber den bnhu nur bestimmt ist, dass er

in der Oecffnung der Rohre liegen solle, in den bchwmpunkt
gheu . L
einer Masse verlegt, welche mit der Dichtigkeit g iiber die

Fliche der Oeffnung verbreitet ist; also reducirt sich der Werth
von M, auf verschwindend kleine Grossen, niimlich

T
(12°) M, = ——/ Pz cosfdw I— T Zdo.
Wir werden also M, gegen M vernachlissigen und letzteres
als unabhiingig von d(,u kacln @ und J betrachten diirfen,
also aug (L1%) erhalten:

ABQ = — 2k M?,

oder mit Beriicksichtigung von
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(12Y) AQ=—2xuM,
%
(129) B=iM=— 5 A4Q,

endlich:

(12¢) QB :f/ P dw — / Y eospdw .

Da nun ibrigens nach (11°) in der Kbene der Miindung mit
Vernachlissigung kleiner Grossen 25¢)

Pt g e 22
Qe dz T
und
: 1 pd’ 1
,Zb M= — o RSN :
(l ) 270 da @Q S ./1 ,2’

so sind M oder AQ und &' Grossen von gleicher Ordnung.
Nun kénnen wir die Gleichung (12°) schreiben:

QB = ;‘:'/:/‘1]” dy dz,

[38] wo die Integration iiber alle Werthe von 2 und y auszu-
dehnen ist, welche der Oeffnung und Wand der Rohre ange-
héren, und das -} Zeichen sowohl an der Oeffnung als an den-
jenigen Theilen der Wand zu nehmen ist, deren Normale mit
den negativen = einen spitzen Winkel bildet, das — Zeichen an
den Theilen, deren Normale mit den positiven 2 einen spitzen
Winkel bildet. QB ist also gleich den Werthen von ¥’ in
der Nihe der Oeffnung, integrirt iiber eine Fliche von der

; — AQ
Grosse (, also ist B von der Groéssenordnung " oder ~— — -
)

Wenn also der Quersehnitt der Réhre von derselben Ordnung
kleiner Grossen wie die Oeffnung, d. h. von der Oecffnung &*
ist, ist B von der Orduung Ae  Genauer lisst sich bei der

B
Allgemeinheit unserer Annahmen das Verhiltniss o nicht

bestimmen. Wir werden spiiter bei den Beispielen sehen,
dass es von der Form der Miindung abhingt, von welcher

B
wir das Verhéltniss i unabhiingig gefunden haben, und dass

es nicht merklich von dem Werthe von % abhingt, so lange
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der Querschnitt der Réhre und die Linge des nicht cylin-
drischen Theiles als verschwindend gegen die Wellenlinge zu
betrachten sind. Ist iibrigens die Ocffnung der Roéhre sehr

>

. ' B s
klein gegen den Querschnitt, so kann = jeden beliebigen

grogseren Werth erreichen.

Innerbalb der tieferen Theile der Rohre ist also, wenn
wir setzen

; kB
{125) {/T-:—’-t:mgka,
(128) P = /—L% sink(z — «) cos (2 7z ni)
v C v
4/, .
— j_)' 4 cos ka sin (27w nt)
2t

und dazu gehort die Bewegung in den entfernten Stellen des
freien Raumes, indem wir M, gegen M vernachliissigen,
(9 s, . A st e Tt
2 0
in welchen beiden Gleichungen A eine willkiirliche Constante
ist, und « fiir jede besondere Rohrenform besonders bestimmt
werden muss.

Die Natur des hier behandelten Problems wird noch klarer,
wenn man auf den Gremzfall iibergeht, wo & = 0 wird. Dann
werden die beiden Functionen ¥’ und ¥” von einander un-
abhiingig, und es entstehen aus unserem Problem folgende
zwei Aufgaben:

[39] 1) s ist eine Function ¥’ zu suchen, welche in dem
ganzen hetrachteten Raume der Bedingung geniigt, dass

V# =0,
welehe fiir grosse negative « iibergeht in Az -4 B, fiir grosse

und fiir die lings der ganzen festen

positive in — ;12,
&7

0
g 2

dn
gabe, als hiitten wir einen homogenen elektrischen Leiter von
der Gestalt unseres Luftraumes, welchen ein elektrischer

Wand = 0 ist. Es ist dies mathematisch dieselbe Auf-
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Strom von bestimmter Intensitit (A Q, wenn das Leitungs-
vermdgen des Stoffes gleich 1 ist) durchfliesst, der aus dem
cylindrischen Theile in den unendlichen Raum iibergeht.29) Wir
nennen bekanntlich den Leitungswiderstand zweier Leiter
gleich, wenn bei gleicher Intensitiit des Stromes ihre Knd-
flichen Flichen constanten Potentials sind und dieselbe Diffe~
renz des Potentials zeigen. Nun ist in irgend einem Quer-
schnitte des eylindrischen Theiles die Potentialfunction A - B,
fiir unendliche Entfernung im freien Raume Null. Denken wir
ung dagegen den cylmdnschcn Leiter cylindriseh fortgesetzt
und iiberall die Potentialfunction gleich Az - B, so wird
B
sie Null, wenn 2 = — o = Iis ist also — (2 — «) die
Liinge eines cylindrischen Leiters von demselben Material,
Wclchel denselben elektrischen Widerstand bietet wie der Leltu
von Gestalt unseres Luftraumes, gerechnet von einem Quer-
schnitt des cylindrischen Theiles in der Entfernung — « von
der Mi‘mdung bis in unendliche Entfernung im freien Raume.
Nach der in der Elektricititslehre oel)ruuchllchon Terminologie
wulde also — (z — «) die reducirte Liinge jenes Leiters
genannt werden konnen, und wir wollen dieselbe Benennung
:Luch hier brauchen. Dle Constante B oder « verschwindet
also nicht mit % zugleich, obgleich andererseits einzusehen
ist, dass sie meistens mcht gross sein kann, da der Wider-
.st‘md unendlich ausgedehnter Leiter, wie der dm Erde, immer
gehr klein ist verglichen mit dem Wldusmnde cylmduschel
Leiter von demselben Material, aus denen die Blektricitit in
den unendlichen Leiter ausstr('imt, und es folgt auch weiter
aus den bekannten Theoremen ither Elektricititsleitung, dass
« degto grosser werden muss, je enger die Mindung der Rohre
gemacht wird, was sich auch in den akustischen Versuchen
durch die Verundeluno‘ des Tons der Rohren zeigt, dessen
Abhingigkeit vom Werthe von « wir unten feststellen werden.
Wenn die Oeffnung sehr klein und klelsformlg ist, wihrend
die den Cylinder schliessende Wand in ihrer Nahe nahehin
ehen ist, lisst sich annehmen, [40] dass der Widerstand haupt-
giichlich nur von den dicht bei der Oeffnung gelegenen Theilen
herriihrt, wo die Bahn der Stromung am engsten ist. Der
Wlderstand einer kreisformigen Oeﬁ‘nung vom Radius 22 in
einer isolirenden Ebene, welche zwei unendlich ausgedehnte
Leiter von einander tremnt, ist aber, ausgedriickt durch die
Liinge / eines Cylinders vom Querschnitt Q293):
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0 e

TR
. by ] ol G ; B
und dies wiirde in diesem Falle auch der Werth von — i sein,
g ; 1Y baes i
2) s ist eine Function 'y P" zu suchen, welche im
v
ganzen betrachteten Raume der Bedingung geniigt, dasg
/W =0, welche fiir grosse Entfernungen von der Miindung
sowohl auf Seite der negativen wie der positiven z wird?0):
1(
L i L
k 27t

: d
und lings der ganzen festen Wand des Luftraumes I =0

Offenbar ist unter diesen Umstiinden " im ganzen Raume
constant. IHierbei wird dann ersichtlich, dass in der Oeffnung
s IS
nicht bloss, wie wir schon gesehen, die Gl‘(’isso/ ey do),
!

s

h

sondern auch selbst mit 4 zugleich verschwindet.

§ 7.

IForm der Wellen in der Rohre.

Die bisher gewonnenen Siitze lassen nun eine Reihe all-
gemeiner Folgerungen zichen nicht bloss iiber die Lage der
Schwingungs-Minima und -Maxima (Knoten und Biuche der
Schwingungen) und die davon abhiingende Hohe der natiir-
lichen Tone der Rohre, die wir als Tone stirkster Reso-
nanz charakterisiren koénnen, welche Aufgaben schon die
bisherigen Theorien mehr oder weniger geniigend behandelt
haben, sondern sie geben uns fiir eine Reihe besonderer
Erregungsweisen der Tone auch hestimmte Auskunft iber die
Stirke und Phasen der in der Rohre erregten Schwingungen.

Die Geschwindigkeit der Lufttheilchen ist, aus (128)31)
berechnet:

di¥ A Al Q
18] e et A0 D s Zsinkxsin(27e
(13 05 = oo SOz —a)eos(2mnt) 4 P sin/kasin(27nt)
oder
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4 Al .
[41] ((TI: = Jeos 2uwnt + v),
wenu
(13%) PR VALLS thle —«) £ Q :
o V cos® ku + 4 75* Mo'de

E2Q sin k2 cos ki
fANg 7 == s ey
| i 27 cos k(v — «)

Die Werthe von z, fiir welehe J* ein Maximum oder Minimum
wird, werden gefunden durch die Gleichung??):

';l( 2 o y 3 .
(13Y) tang 250 — «) = A ‘Z/JS:;]” & ovs’ ka ’
2/5'1(1 — blri‘" cos?/m.cos"’/&a)
E Vi

Wenn 2, cin Werth ist, der, fir o gesetzt, diese Gleichung
erfiillt, so wird sie auch erfiillt durch

Y3 (\Wia
z =12 + a '4' = Z, _F DY/

worin a eine beliebige negative oder positive Zahl bezeichnet.
Die Maxima und Minima der Schwingung liegen also
in der Rohre um Viertelwellenlingen von cinander
entfernt. Sie liegen aber nicht nothwendig um ein genaues
Vielfaches einer Viertelwellenliinge von der Qeffnung der Rohre
entfernt. Wenn, wie wir im Iolgenden immer annehmen
wollen, 4*Q eine unendlich kleine Grosse ist, so wird mit
Vemachl.ismgunv der kleinen Grissen chlter Ordnung die
Gleichung (13"):

tang 2k(x — a) = 0.

Dann wird J* ein Maximum J3%, wenn

k@ —a)=aw, also cosk(r —a)=*1,
A?
==
" cos*ha’

und J? wird ein Minimum J3, wenn

klz —a)=(a 4+ Hw, also cosk'z —a)=0,

/.1( 2
g =A? —L—{ cos* k.
ry

Ostwald's Klassiker. 50,
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Donken wir ung dic ebenen Wellen bis zur Mindung der
Rohre fortgesetzt, so wiirde in der kleinen Entfernung « vor
der Oecffnung ein Maximum der Schwingung liegen. Denken
wir uns die Entfernungen der Querschnitte der Rohre vop
diesem um die Linge « vor der Oeffuung?’) in der Axe der
Rohre gelegenen Punkte [42] gezihlt und nennen diege
Entfernungen die veducirten Lingen des betreffenden
Rohrenstiicks, so erhalten wir Maxima der Schwingung
iiherall, wo die reducirte Linge gleich einem geraden
Vielfachen der Viertelwellenlinge, und Minima der
Schwingung (Knotenflichen), wo die reducirte Liinge
der Réhre einem ungeraden Vielfachen der Viertel-
wellenlinge gleich ist. In den Knotenflichen herrseht
aber nicht absolute Ruhe, sondern die Bewegung wird nur
sehr klein.

Am Orte der Maxima der Schwingung wird tang ¢ gleich
einer unendlich kleinen Grésse, also 7 = az, am Orte der
Minima wird tang © = 0o, also = == (a - 4)7, folglich sind
die Phasen der Bewegung am Orte der Maxima und
Minima um eine Viertelschwingungsdauer verschie-
den.

Nach Gleichung (1) ist die Verdichtung der Luft, wo
keine #usseren Krifte wirken:

s o 17 “];27[;
= a* dt’
also in ungerem Ialle:
4 12
(14) T)=é(leg/g/&&sink(x—a)sin(‘271:nt)+f¥%00851500$(271:7a£)
oder
)= Lsin2unt -+ 7,),
wenn
« cos* Lu 4 7c*
fatg 7, = P Qeoskzcosha

27 sin k(& — «)

Die Bedingungsgleichung, welche die Werthe von z giebt,
m 9 N i e . . .

fiir welche Z* ein Maximum oder Minimum wird, ist dieselbe
wie (13"), welche oben fiir die Grenzwerthe von J? aufgestellt

\
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ist, aber wo letzteres ein Maximum ist, wird Z* ein Minimum,
und umgekehrt ), Wo L? ein Maximum, wird tang #, = 0 (odexr
vielmehr gleich einer verschwindend kleinen Grisse), also:

A, AlFQceoska

A
ye - — T .8in(27 0t ==
b {2 dx 29

i sin (2wt
acos ( ),

~wo [.* ein Minimum ist, wird tang v, = oo,

. ALrQeosla
sty e R
27t ¢

A3 1
R —cos (276 nt) .

0s(20nt ——
: ) dz cosk

)::“_
An diesen Stellen also fillt das Maximum der Verdichtung
mit dem Maximum der Geschwindigkeit in der Zeit zusammen,
nicht aber an den zwischenliegenden [43] Stellen. Denn wo
weder sin 4 (2 — «) noch cos & (2 — «) der Null nahe sind,
gind sowohl tang = als tang v, sehr kleine Grissen, und es
wird also nahehin
diP
dz
g0 dags hier die Maxima des Druckes und der Geschwindigkeit
nahehin um ein Viertel-Undulationszeit auseinanderfallen.
Denkt man sich die ebenen Wellen bis zur Oefinung der
Rohre, wo z = 0, fortgesetst, so wird dort tang v = 0, da-
gegen

) = Lsin(2unt), = J cos(2uwnt),

tang 7, = — /i—(il cotang L« .
27w o

Nun ist im Allgemeinen tang 4« eine kleine Grosse erster
Ordnung, #*Q eine solche zweiter Ordnung, also tang z, sehr
klein und 7z, nahe an Null. Aber es kann auch fiir besondere
Rohrenformen « == 0 werden, dann wiirde 7, = L. Im
erstoren Ialle wiirden in der Oeffnung die Maxima der Ge-
gchwindigkeit und der Verdichtung um eine Viertelundulation
der Zeit nach aus einander liegen, im zweiten alle zusammen-
fallen., Poisson’s Voraussetzung, dass die Verdichtung in der
Oeffnung  gleich der Geschwindigkeit, multiplicivt mit einer
sehr kleinen Constanten, sei, ist also nur in einem besonderen
Falle richtig, den er allerdings alg den allgemeinen hetrachtete.
Auch in diesem I'alle ist sie iibrigens nur richtig, wenn man
sich erlaubt, die ebenen Wellen bis zur Miindung der Rohre
fortgesetzt zu denken, aber nicht, wenn man die wirklich in
der Oeffnung stattfindenden mittleren Werthe der Geschwin-
digkeit und Verdichtung nimmt,

4%
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Was die Lage der einzelnen Wellenphasen in einem ge-
gebenen Augenblicke betrifft, so finden wir die Lage der
Geschwindigkeitsmaxima in der Region der ebenen Wellen,

J2 ; s
indem wir ——- == 0 setzen, oder auch ¥ ==0, da hier
da?
d*y ]
— 4 AP = 0. Also:
da*
jj. " . ) B s 1 H) g 1 /' A
0 ="cos(2mwnt)sinka -+ [Beos(2mwnl) +Bain(2mnd)Jcoshay
; | \

daraus folgt als Bedingung (s. (12°) und (12%))
4

(14%)  tang ko = tang ka + —'WL— tang (27c nt).

Wenn ¢ = 0, wird
tang ko == tang L,

die Maxima der Geschwindigkeit liegen dann, wo — (z —«)==ql,
die Minima, [44] wo — (@ — a) = (a0 + %) 4.%%)  Wenn nun ¢
wiichst, so bleibt, weil 4* Q eine verschwindend kleine Grosse
ist, doch immer noch tang #z unmerklich wenig verschieden
von tang fe, also die Lage der Maxima und Minima unver-
indert, so lange tang (2 nt) endliche Werthe hat. Wenn
aber ¢ sich dem Werthe einer Viertelschwingungsdauer niihert,
wird auch tang 4z gleichzeitig mit tang (2767¢) erst 4 oo,
dann — oo, dann aber, so wie tang (27 n?) endliche negative
Werthe erreicht hat, wird tang %2 wieder gleich tang £« , und
80 bleibt es wieder withrend beinahe einer halben Schwingungs-
dauer stationiir, so lange tang (27z7¢) endlich bleibt. So oft
nun tang £z vom Werthe tang £« auf - 00 wiichst, dann
von — oo durch die negativen Werthe bis 0 und wieder auf
tang Ao iibergeht, muss Az um 7 wachsen und 2z selbst
um 34. So wird also ein Maximum, welches zur Zeit ¢ =

da liegt, wo die reducirte Liinge a4 betriigt, um die Zeit

1 = /
t = . schnell iibergehen auf die reducirte Linge {a — )4,

"0 P

hier beinahe stillstehen bis ¢ — 33—, dann schnell fortschreiten
auf (@ — 1)4 u. s w. il

Im freien Raume dagegen bewegen gich die Maxima
der Geschwindigkeit mit der gleichmissigen Xortpflanzungs-
geschwindigkeit ¢ vorwirts. In den entfernteren Theilen des

freien Raumes liegen sie zur Zeit £ == 0, wo ¢ = (b 4 })4.
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Der Abstand zweier Maxima der Geschwindigkeit, von denen
eines im freien Raume in der #-Axe, das andere in der Rohre
gelogen ist, zur Zeit /== 0 ist (@ 4 b - )4 — «. Da bis
ur Zeit ¢ = /11” das Maximum in der Rohre fast ganz still
steht, das im freien Raume wm } A fortschreitet, so wiichst die
Entfernung beider Maxima his auf nahehin (a -}— b+ ) A—«,
geht dann ziemlich schmell zuriick auf (@ 4 b) 4 — «, um
wahrend der niichsten halben Schwingungsdauer \Vlbdbl' anf
(@ 4+ b4 ) A — « zu steigen, und hewegt sich so immer
zwischen den genannten Grenzen.

Mit der Verdichtung verhiilt es sich ihnlich?5), Thre Maxi-
malwerthe werden gégeben durch die Gleichung:

e

k*(C
(14¢) cotang kz = — tang ko - w)—/—gwtv( wnt).
27T

Zmy Zeit ¢ = ;il“; ist cotg(27xnt) = 0, und die Maxima der
Verdichtung liegen, wo die reducirte Liinge der Réhre (a—§) 4
betriigt. Diese Lage behalten sie auch unveriindert bis nahe-
hin ¢ = ;7;, wo cotg (2scnt) unendlich gross wird. Dann
riicken sie schuell vorwiirts bis (a — #) 4. In den entfernteren

(45] Theilen des freien Raumes liegen sie, wenn ¢ — Y da,
wo ¢ = (0 - 4)4. Ihr Abstand von denen in der Réhre
betrigt also dann (a - b = 1) 4 — «, wiichst allméhlich auf
@+54+3i—q, sinkt schnell auf (@ -+ b) A — «, wiichst
dann w1edm allmahhch u. 8. w.  Sowohl die Maxima des
Druckes wie der Gesehwindigkeit haben ihren grossten Werth
in der Rohre, wenn sie stillstehen, ihren kleinsten, wenn sie
vorwiirts eilen. Uebrigens eilen die Maxima der Geschwindigkeit
vorwirts zu den Zeiten und an den Orten, wo die des Druckes
gtillstehen, und umgekehrt.

Stirke der Resonanz in der Rohre. Denkt man sich
die Rohre nur bis z = — / reichend und ihr Ende im Be-
reiche der ebenen Wellen gelegen, so kann die Erschiitterung
der Luft in der Rohre entweder an diesem Ende mitgetheilt
werden oder von der vorderen Oeffnung der Rohre her, indem
ein Schallwellenzug gegen die Mindung der Rohre schliigt.
Was zuniichst den ersten Fall betrifft, so kann nach Fest-
stellung der Form der ebenen Wellen leicht der Iall
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behandelt werden, wo die Rohre durch irgend eine Platte von
heliehiger Masse geschlogsen ist, welche durch irgend eine
elastische Kraft (z. B. einer iiber die Miindung der Rihre
ausgespannten Membran) in ihrer Lage gehalten und durch
eine heliebige periodisch wirkende Kraft in Drschiitterung
versetzt wird. Is lisst sich dann fiir jede Rohrenform und
Tonhéhe, fir wolche der Werth der Constanten ¢ hekaunt
ist, sowohl die Form der chenen Wellen als der Kugelwellen
in den entfernteren Theilen des freien Raumes vollstindig
angehen, Ilier geniige es, nur kurz den I"all zu erwihnen,
wo eine Bewegung von hestimmter Geschwindigkeit mitgetheilt
wird, der also praktiseh etwa dem Ialle entspricht, wo eine
Stimmgabel die Schlussplatte der Rthre erschiittort.

Die Geschwindigkeit der der Schlussplatte mitgetheilten
Bewegung sei

G oeos(2unt + v,),

wo wir unter #, eine willkiirliche Constante verstehen, mittelgt

deren wir den Anfang von ¢ passend bestimmen. Dann mugs
sein fiir £ = — [:

diP
i = Jeos(2uwnt 4+ v) = G cos (2w nt 4 v,),
also
. (4 o)  EQF ,
) G = e ]/“’S D= sin® k1
(1 )) G = J=4 vy pe - P sin g

k2 Q sinkl cos ka
206 cos k(! + o)

(15Y)  tang s, = tang v =

[46] Das Geschwindigkeitspotential in den ferneren Theilen des
freien Raumes ist
P Wgos(/»g — 2z nl) \
{)
wo
4Q

271

&

(12% M= —

s lisst sich also 4 und M aus ¢ und / bestimmen. A, das
Schwingungsmaximum in der Rohre, und ehenso M, dle In-
tensitiit der Kugelwellen im freien Raume, wird bei cOllStalltcm
G, also bei constanter Bewegung der Schlussplatte der Rohre,
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am grossten, wenn der Factor von A in (15) am kleinsten
ist, d. h. wenn

cosk(l + «) == 0, kll 4 o) == (a 4+ L) 7.
Dann ist#6)
2 ) A? .
e i cos ka s 200 Q 6os fce G
A :
M= — ot
v = (— 1) 4.

Die stirkste Resonanz der Rohre und der stirkste
Schall im freien Raume findet also statt, wenn die
Bewegung der Luft am Orte ciner Knotenflicho mit-
gothoilt wird. Die Stirke der Schallwellen wird
dabei sehr gross, aber keineswegs unendlich. Denn
damit der im Nenner der Werthe von A und M stehende
cos ko Null werde, miisste die Fliche der Oeffnung gleich
Null werden. Dabei zeigt sich zugleich, dass die Resonanz
gowohl in der Rohre als auch im freien Raume desto miich-
tiger wird, je enger die Oeffnung der Rohre ist. Wenn, wie
gewdhnlich, ke Klein ist, kann cos fo = 1 gesetst werden,
Dann ist die Wirkung im freien Raume unabhiingig
von der Form der Roéhre. Die Vibrationen der
Schwingungsmaxima in der Réhre und der um ganze
Wellenlingen von der Oeffnung entfernten Wellen
im freien Raume unterscheiden sich dabei von denen
der mitgetheilten Bewegung um eine Viertel-Undu-
lation.

Das Minimum der Resonanz tritt ein, wenn der Iactor
von A im Werthe von &' in (15) sein Maximum erreicht,
d. h. wenn

cosk(l +a)==1, kil 4 o) == amn;
dann wird mit Weglassung kleiner Grossen
Y OV v
Geshkae =4, t=an, M= — WAL .
27
[47] Die Wirkung im freien Raume ist also, je nach dem
Werthe von «, gleich oder kleiner, als wenn gar keine Réhre
vorhanden wiire, und die erschiitterte Schlussplatte der Réhre
einen Theil der iibrigens festen yz-Ebene bildete,
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Die grosse Verschiedenheit der Schallstirke in der Luft
bei gleicher Bxcursionsweite der schwingenden Endplatte der
Rohre, von der die Wellen erregt werden, kann iiberraschen.
Sie beruht darauf, dass, wemn auch die BExcursion der
Schwingungen dieselbe bleibt, doch die Arbeit, die die
schwingende Platte durch die Bewegung der Luft leistet,
eine ausserordentlich verschiedene ist, je nachdem sic gegen
verdichtete oder nicht verdichtete Luft sich vorwiirts hewegen
muss. Bei stiirkster Regsonanz findet am Ende der Réhre auch
der stiirkste Wechsel von Verdichtung und Verdiinnung statt.

Gehen wir jetzt iiber zu dem anderen Ialle, wo der
Schall im freien Raume in grosserer Lntfernung von der
Oeffoung der Réhre erregt wird, letztere aber an der Stelle
2 = — [ fest geschlogsen ist. Da die in dem ténenden
Punkte, dessen Coordinaten «, (3, 7 seien, erregten Wellen
von der festen yz-Iibene reflectirt werden, miissen wir uns
die Bewegung im freien Raume zusammengesetzt denken aug
den Wellen, welehe der ténende Punkt erregt, und denen,
welche sein Spiegelbild, dessen Coordinaten — «, 3, y sind,
erregen wiirde. Setzen wir das Geschwindigkeitspotential @
dieser Bewegung auf Seite der positiven z im freien Raume

cos (hr,— 2wnt-- c) cos(kr, — 2mwnt -+ cf
7, + ”, g

(16) m:u[

wo 7, die Entfornung vom Punkte «, B, y und 7, die von
seinem Spiegelbilde — «, 2,  bedeutet, so ist an der ganzen
yz-Ebene 19)
dd
e =)
dz

Ist der témende Punkt weit von der Oeffnung der Rohre ent-
fernt und diese klein gegen die Wellenliinge, so kinnen wir
die kleinen Verschiedenheiten des Werthes von @ in ver-
schiedenen Punkten der Oeffnung vernachliissigen und hier
setzen: N
D = Geos(2nnt + ©,),
wo
2 H
rl
tang 7, = — tang (kr, -+ ¢).

G =

)
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[48] Innerhalb der Rohre setzen wir dann:
(16%) @ == ¢ cos kz cos(2mwnt + v,) .

: : sty o0 dab .
Dann ist @ an der Oeffnung continuirlich und 5, nnen und
dx
aussen eben da gleich Null. Innerhalb der Rohre kdnnen

L ET—-— do L iy g
wir beil dieser Annahme e 0 sotzen, indem wir die ver-
dn
. . o . . .
schwindend kleinen Werthe, weleche es am mnicht eylindrischen
Theile der Réhre annimmt, vernachlissigen. Nur am ver-

A/ : ; ’
schlossenen Linde ist - im Allgemeinen nicht gleich Null.

dz
Hier miissen wir setzen:
dd dW¥P
dz ' dz el

und das Geschwindigkeitspotential im ganzen Raume gleich
@ -+ ¥, wo W das von uns friiher bbbtllnllltb Bowegungs—
potential der ebenen Wellen in der Rohre, die in den freien
Raum iibergehen, ist®7). Dadurch ist allen Bedingungen der
Aufgabe geniigt. Wir haben also fiir 2 = — [:

(16" — kG sinklcos(2wnt + v,) = Jcos(2wnt 4 v),
also

T, =T -+ 7,

; k(l + 21 (2
l/u Gsinkl=J=4 Vcoscos&z /_1[ “) = /4 ,{ sin* % 1.

(167

Das Minimum von A bei gleichen Werthen von G tritt offen-
par ein, wenn sin £/ ==0; dann wird 4 = 0, und die Be-
wegung im freien Raume so, als wiire die Miindung der Réhre
gar nicht in der yz-Kbene vorhanden. Das Maximum aber
mtt ein, wenn ¢o0s % (/ 4 «) = 0; dann wird:

y 27t

A =6 5O
und wieder wird beim Maximum der Resonanz der Phasen-
unterschied von einer Viertel-Undulation zwischen den erregen-
den Wellen und den erregten eintreten®™). Das Maximum der
Resonanz in der an einem Inde geschlossenen Rohre tritt
also in beiden Fillen, sowohl wenn der Schall vom ge-
schlossenen, als wenn er vom offenen Ende her der Luft der
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Réhre mitgetheilt wird, ein, wenn die reducirte Linge der
Rohre ein ungerades Vielfaches der Viertelwellenlinge ist. Aug
dem Reciprocitiitsgesetz des Schalles, welehes in (9%) ausge-
sprochen ist, lisst gich mun dasselbe Gesetz auch fiir jede
andere Lage des tonenden Punktes ableiten. s passt auf
unseren Fall direct die Form, welche wir dem Gesetz in (9¢)
gegehen haben. Die dortige Constante A, [49] welche der
Intensitiit des ténenden Punktos b ont%prlcht indem dort @
unendlieh wird, wie
P g 25 &1 cos (2 nt),
7
ay . .

wollen wir gleieh 1 setzen. Der Werth von s ist in (9°)

w7

an der erschiitterten Stelle ¢/« der Wand gleichgesetst worden:

d 7[",,
dn

= B cos(2wnt).

dir, dir,

dn — dz’
wo der Boden der Rohre erschiittert wird, von uns in den
Gleichungen (15) und (15%) gesetzt worden:
a¥,
dz

—e
w
=

Am Grunde der Rohre und in dem Falle,

= G'cos(2unt - v,);

wir haben also die Constante B der Gleichung (9°) mit G zy
vertauschen und im Ausdrucke fiir ¥ statt 2s¢2¢ zu schreiben
27wnt — ,. Ausserdem ist in dem Ifalle unserer Anwendung
nicht bloss ein einziges Flichenelement da erschiittert worden
sondern der ganze Bodm der Rohre; wir miissen also ubel
diesen integriren, und erhalten so:

(]_7) 4t Z-P.I/ = — G/ (1)11 dw )

wo die Integration iiber den Boden der Rohre auszudehnen
ist. Ist nun der tonende Punkt vom Boden der Réhre nur
weit genug entfernt, dass hier ebone stehende Wellen ent-
stehon konnen, also @ hier von der Form ist:

D = feosk(l + zjeos(2mwnt + ¢,

so wird aus (17)38):
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Ay = — fGQcos(2unt + ¢,
4 [y cos(2wnt — w,) + Py sin(2uwnt — z,)]
= — fG'Qcos(2uwnt + ¢,
s'l 7 (P cos T, — Wy sing,) = — fGQecose,

ik F o 5 :
(7] f 47t (¥ sinw, -+ WPy cos7,) = fGQsine,

4w VP)E 4 ()P = fGQ.
Nun ist der Werth der Functionen ¥’ und ¥ fir jeden
Punkt & proportional der in den Gleichungen (10) bis (16)
vorkommenden Constanten A, deren Verhiltniss zu G fir
eine bestimmte Rohrenlinge gegeben ist in Gleichung (15).
Algo ist bei wechselnder Rohrenlimge auch f proportional

- L ) Ay
dem Verhiltniss reh [50] Dies Verhiiltniss wird, wie aus (15)
hervorgeht, ein Maximum, wenn
I+ «= (204 1)14.

Daraus folgt also, dass auch bei einer beliebigen
Lage des ténenden Punktes die ebenen Wellen im
Innern der Rohre, wenn dergleichen iiberhaupt entstehen,
das Maximum ihrer Intensitit erreichen, wenn die
reducirte Linge der Rohre ein ungerades Vielfaches
der Viertelwellenlinge ist.

Die ebenen Wellen im Innern einer an beiden Seiten
offenen Rohre lassen sich mittelst der aufgoestellten Probleme
behandeln, wenn die Miindungen der Réhre nach der von uns
gemachten Annahme in zwei parallelen festen Ibenen liegen,
die den Luftraum in zwei Theile trennen, und der Schall auf
der einen Seite von einem weit entfernten ténenden Punkte
ausgeht. Auf der einen Seite dieser Wand #5') setzt man das
Geschwindigkeitspotential gleich der in den Gleichungen (10)
bis (12) gebrauchten Function ¥, auf dor anderen Seite gleich
der in den Gleichungen (16) bis (16°) vorkommenden Form
® -+ P, welche der Resonanz einer Rohre entspricht, in
wolche der Schall von der offenen Miindung eintritt. Man
hat dann nur die Coefficienten der ebenen Wellen in der
Rohre in diesen beiden Ausdriicken des Geschwindigkeits-
potentials so zu bestimmen, dass hier beide Functionen iden-
tisch werden. Da das weiter keine Schwierigkeiten macht,
moge das Gesagte geniigen. Die Resonanz in der Rohre wird
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am stirksten, wenn die reducirte Liinge der Rohre, an welcher
man die Correctionen fiir beide Miindungen anzubringen hat,
ein Vielfaches der halben Wellenlinge ist.

Reducirte Linge verschiedener Rilrenformen.
te)

Wir wollen schliesslich noch eine Reihe von Rohrenformen
aufsuchen, fiir welche mit den his jetzt bereiten Hiilfsmitteln
der Analysis sich die Lufthewegung in der Mindung und die
reducirte Liinge vollstindig wenigstens fiir Schallwellen von
5o grosser Wellenliinge bestimmen lisst, dass gegen diese die
Dimensionen der Rohrendffnung, ihres Querschnitts und des
von der Cylindergestalt abweichenden Theiles der Mindung
verschwinden. Die Wand der Roéhre sei iibrigens eine Rota-
tionsfliiche, welche in kleiner Entfernung von der kreisférmigen
Miindung, deren Radius 72 sei, iibergeht in einen Cylinder
vou kreisférmigem Querschnitt, dessen Radius wir 22, nennen
wollen. Wir setzen ferner voraus, dass auch die Bewegung
der Luft iiberall symmetrisch um die Axe der Riohre vor sich
gehe. Wir kénnen nun im [51] Allgemeinen nicht so zu
Werke gehen, dass wir eine bestimmte Réhrenform annehmen
und dazu die Potentiale der Bewegung suchen, sondern wir
miissen umgekehrt von der Potentialfunction ausgehen und
die dazu gehorige Rohrenform bestimmen, was sich in jedem
Falle ausfihren lisst. Nur miissen wir eben solche Formen
der Potentialfunction suchen, welche Rohren geben, die in
kleiner Entfernung von der Miindung in Cylinder tibergehen,

Dem Bewegungspotentiale der Luft haben wir die Form
gegeben
W= P’ cos (2w nt) + P sin (27 nt).

Fiir die tieferen Theile der Rohre haben wir in (128 ge-

funden : ,
(l 2]{) WA Bt AA’ Q
9

27t

cos k.

s
[¢ a0
== ( setzen %) welches,

Im freien Raume ist aber, wenn wir
dz

wie wir oben schon gefunden haben, mit k verschwindet,
nach (119): piche
1 LA sinkr,

i T )

z[;/l SRS
2 da 7

)
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welehes innerhalb der Mindung, wo wir /47, verschwinden
lagsen diirfen, wird:

AP RTIL Ak C
e B P e o 2R,
. ' 2ud dz 9
Sowohl (12%) wie (12!) giebt innerhalb der Mﬁndung den
1P
gleichen Werth von P und den Werth Null fiir —_(cla; - Sie

gehen also an der Miindung der Rohre continuirlich in ein-
ander iber. Lings der festen Winde des Luftraumes geben

s

beide g 0, nur an dem nicht cylindrischen Theile der
wn

Robhrenwand wird dieser Differentialquotient nicht genau Null,
aber verschwindend klein, Es ist also " unter dieser An-
nahme eine continuirliche Function, die den Bedingungen der
Aufgabe Geniige leistet, und kann unmittelbar berechnet
werden, nachdem ¥’ gefunden ist.

Die Function %’ hat im freien Raume die Form:

' >, co8 kr
] 2[[’:_—;///, wrr”d(q,

o7
l o /,,:—,__,1,‘11 :

27w dz

(1)

Im Innern der Rohre ‘werden wir ihr eine andere analytische
Form ¥, geben miissen, welehe die Eigenschaft haben muss:
1) Im Innern der Réhre die Bedingung zu erfiillen:
(18"‘) vl[)’[ + /‘;‘.’. Z[fi == () ;

[62] 2) fiir grosse negative Werthe von 2 folgende Form

anzunehmen :
e
(184 = 7 sin kx - Beos ka,

3) an der Fliche der Oeffnung den Bedingungen zu ge-
niigen: )
Jp g
gy, ai .
T " T o R

(184 W¥,=¥" und

Dann wird die Form der Rohre gefunden durch die Bedingung,
dass an der Wand
a¥, .

d
o dn
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welche Form aber noch der Bedingung geniigen muss, dass
nur fir soleche Werthe von @, welche gegen dle Wellenliinge A
verschwindend klein sind, die I'liche eine merkliche Nugung
gegen dic 2-Axe haben darf, weil wir vorher auch

d cos b
dn
gesetzt haben lings der ganzen Ausdehnung der Rohrenwand,
und weil nur unter dieser Bedingung die Form der Rohren-
wand von der Wellenliinge unabhiingig gefunden wird. Indem
wir getzen:
0 COs W =1y, osinw =z,

und beriicksichtigen, dass nach der Voraussetzung ¥ nur eine
Function von ¢ und z nicht von w sein soll, wird Glej-

\

chung (18%):

)

12 AR 1 d*P,;
B o e — T L B
by dz* s dg* + 0 clg o
Wir setzen 10
4 " i [ TT E
(19) ©= 2 sinka -+ Beoskay 4- X [Enet? Yz~ U(mg)],

wo 14, belichige Constanten, Uy folgende Function bedeutet :

(1"“) U‘(uzt\;) =1 —

il A% 4 PN
m*o mi ot m
: ¢ ¢ ws.w.,

2. 2.2.4.4 2.2.4.4.8.8
und unter dem Summenzeichen fiir 7 diejenigen Werthe zu
setzen sind, welche M'” ¢ — 0 machen, wenn ¢ = R,. Dann
ist @ eine 1*un(,t10n welohe der Differentialgleichung (18¢)

Geniige leistet und 411 der Wand einer cyhndrlschen Rohre
. d®
vom Radius £2, auch der Bedingung geniigt, dass -

In dem BExponenten von ¢ muss der Wurzel immer das positive
Vouclchen gegeben werden, wenn die Rohre unendlich lang

ist, damit @ fiir unendllche negative z endlich bleibt. Ist
dlb Rohre aber irgendwo abgeschlossen, so sind [63] auch
negative Vorzeichen der Wurzel zu nchmen, und die Coeffi-
cienten derselben so zu bestimmen, dass die Grenzbedingungen
an dem geschlossenen Ende erfiillt werden. Da iibrigens der
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: . dU
kleinste Werth von 22, der die Bedingung P 0 fir

o = R, erfiillt, 3,83171, der zweite 7,01751 ist, wihrend die
folgenden sich allmihlich der Grosse (@ — })s¢ nihern, so
nehmen alle diese Kxponentialfunctionen schnell ab, wenn man
gich von dem Iinde der Rohre entfernt, an welchem sie cinen
merklichen Werth haben, und so oft die Linge der Rohre
betriichtlich gross gegen den Durchmesser ist, werden sie in
der Mitte oder am anderen Ende derselben zu vernachliissigen
sein. s wird also im Allgemeinen geniigen, dass wir uns
auf die Glieder beschrinken, fiiv welche die Wurzel im Iix-
ponenten ein positives Vorzeichen hat'l). Da iibrigens m 2,
nach dem Gesagten eine endliche, £/, aber eine verschwin-
dend kleine Zahl ist, so konnen wir in dem Exponenten /4*
gegen m* vernachlissigen und setzen

A ; .
(19") = 7 i kx + B cos ke + S{E, eme Uingy} -
2 ¢
Diese I'unction erfillt also allerdings die Forderung der
Gleichungen (18*) und (15"), welehe wir oben fir die Function
W, aufgestellt haben, sic wird aber im Allgemeinen nicht der
dritten Bcdmoung (18°) entsprechen, dass, wenn wir setzen:
d dr’
de ~ dz’
auch sei:

1 /(I‘I" cos kr
Ue

P —= P = — s e /7 1}
) dz 7 ’

L7

oder, da innerhalb der Oeffuung /% unendlich klein ist, kann
man diege Bedingung auch darauf reduciren, dass sein mﬂsste:

1 /tl'li dw
dz r

B

270
Wiire diese letztere Bedingung durch besondere Annahmen
iiber die Grisse der Coefficienten erfiillt, so wiirde die Gestalt
der Rohre einfach cylindrisch sein. Ich habe aber keine
Methode finden konnen, um die Coefficienten dieser Bedingung
gemiiss zu bestimmen und somit die Aufgabe fiir ganz cylm—
drische Rohren streng zu losen. Auch liisst smh einsehen,
dass die Convergenz del' Reihe fiir @ in Gleichung (19) fiir
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diesen Fall eine sehr langsame sein wiirde, da die Geschwin-

. 1D )
digkeit der Lufttheilchen : am Rande der Oeffnung, die

dx
durch eine scharfe rechtwinklige Kante begrenzt sein wiirde,
. . —, P
unendlich [54] gross wie (/2 — ¢)7 v werden miisste, und
" ! AT .
daher die Reihe fiir / fiir den Werth ¢ = 2 und 2 = 0
dx
itherhaupt nicht convergiren lkann 12,

Wir fiigen deshalb zu @ noch eine andere Ifunction
hinzu, die in grésserer Entfernung von der Oeffnung ver~
schwindet, also auch nur in der Nihe der Oecffnung Kinfluss
auf die Gestalt der Rohre ausiibt, aber die Continuitit an der
Oefinung herstellt 1).

Bezeichnen wir der Iinfachheit wegen die Potential-
function einer auf der Kroisfliche der Oeffnung mit der Dich~
tigkeit /4 verbreiteten Masse mit 77, also

Poeos hr
[(20). Pj ://1, - ’-]_- dw,

dieses Integral iiber die ganze Fliche der Oeffnung genommen,
Wonn die Distanz des Punktes, fiir welchen wir /%, bestimmen,
von der Oeffnung klein ist, so ist cos £» = 1 und

‘hdow
(20".) ])/1 =/ .
¢ r
Setzen wir ferner

1
B | P e

und bestimmen wir / s0, dass in der Fliche der Oeffnung
(21") Pi=4{0,

was sich immer ausfithren lisst, weil die Vertheilung einer

Masse auf einer Kreisscheibe, die an der Oberfliche dieser

Scheibe eine Potentialfunction von gegebener Grosse giebt,

nach bekannten Methoden gefunden werden kann. — Setzen

wir ferner auf Seite der positiven 2, wie schon oben geschehen:

21 F=P=P+ B

in der Rohre, also fiir negative a:
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(2111) i[j[ = _}__ .1)’(_ . -[)l ;

so geniigen die I'unctionen ¥ und Wy allen fir sie ge-
stellten Bedingungen. Dass nidmlich %' im freion Raume und
P, im Innern der Rohre der Bedingung geniigen:

(18  VF+BF=0,

ist aus der Bildungsweise dieser Ifunctionen klar. Dags &

fiitr grosse Werthe [55] von — & iibergeht in
A,
e 7 Sin + Beos ke,

erhellt daraus, dags I, und 2, in einer gegen die Oeffnung
der Rohre grossen lntfernung unendlich klein werden, @ aber
wirklich in jene Form iibergeht. Da ferner in der Fliche
der Oeffnung

(211’) f’[ = :12 [7)] '
wird

(219 F = Fo= P, 4 P,

Da ferner an der Fliche der Oeffnung

und auf Seite der pogsitiven z
aP _apP
dn = da’

auf Seite der negativen aber

dPr = ar
i =gt
g0 ist
A’ dF, dP;, dPp q
21f e et e LA B O A "
(217) dx dz dn a dn 26t A=)

Somit sind die gestellten Bedingungen (18%), (18"} und (18°)
erfiillt.
Die Form der Rohrenwand wird endlich durch die Glei-
chung gegeben:
1,
184 (—‘—l e
S dn

Ostwald's Klassileer, 80.

<
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Da wir die Bedingung gemacht haben, dass, wenn 7 eine
innerhalb des nicht cylindrischen Theiles der Rohre liegende
Entfernung ist, 4*»* gegen 1 zu vernachlissigen sei, kénnen
wir, entsprechend der zur Gleichung (71) gemachten Bemerkung,
in dieser Gleichung der Rohrenwand % == 0 setzen, werden
dann aber natiirlich auch die Aufgabe nur fir solche Werthe
von / als gelost betrachten diirfen, fiir welehe diese Bedingung
orfillt ist. Dann ist also fiir diesen Zweck in der Nihe der
Rohrenmiindung zu setzen statt (19):

(22) O — Az -+ B '-I‘ 2 {E,,l(/‘“w (f(mg)} y
, id . ldw
(20;») [)i :j L(TU) , 1)l ='/ "7‘ :

1 do - s
21, (21Y) f=—m ——, P=10
( ] 47 dx’ ’ 2

(219 W, =@ 4 P — P,.

Il
1

[56] In der That sind dann auch alle diese Functionen von einer
solchen Form, dass sich ihr Werth in der Nihe der Mindung
nicht dndert dadureh, dass man % = 0 setzt. Die Bedingung
(18Y) ergiehttl), dass die Ro]nrenwand eine zu allen Flichen,
deren Gleichung ¥; == Const. ist, orthogonale Rotatlonsﬂachc
sein  muss, odel wenn wir die Gluchung der Rohrenwand
(und iiherhaupt der Stromungscurven) ausdriicken dureh

80 muss sein:
AW dlgy) | dPidley) _

991 , :
A de  dz do do

Zu bhemerken ist noch, dass man, um die Form der
Function @ festzustellen, die Grisse des Radius des ecylin-
drischen Theiles der Rohrn I, bestimmen muss, weil von
desson Grosse die in der Summe vorkommenden Werthe von
m abhiingen. Um P; und P, zu finden, muss wiederum die
Grosse des Radius der Oeﬁ'nung, I festgestellt sein, und
sZc?hhessllch wenn man die Rohrenform aus der Glexchung
W
an. .
Rande der Oeffnung ausgeht, nicht nothwendig in einen
Cylinder vom Radius R, ﬂbergehen. Um dies nun zu

0 bestimmt, wird die Stromescurve, welche von dem
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bewirken, muss man eine der Constanten von @ durch die oben
gefundene Gleichung

(12)  AQ=—2aM

bestimmen, worin in ungerem Falle @Q der Quersehnitt der
Rohre
Q = nR;,

s JUS *
M= /‘“ do = [ (i + 1) do.

2wt dx
Daraus folgt:

(229) AR = —2 /-( 4+l dw.

Wenn R und R, gegeben sind, giebt diese Gleichung eine
Bedingung, welche durch die Coefficienten des Ausdrueks fiir
@ in (22) erfiillt werden muss, so dass einer von ihnen durch
die anderen bestimmt werden kann.

§ 9.
Einfachste Réhrenformen.
Wir wollen endliech noch die Rohrenformen berechnen,

welche den einfachsten Annahmen iiber die Function @ ent-
gprechen. Setzen wir
- S
(23) @= 5 Sin ke -+ B coska,
v
[57) so wird nach (21%):

; A i ;
(28%) = — T /zdm = — L AR?,

und in der Ebene der Miindung nach (21%):

(28" P =4B,
woraus nach bekannten Sitzen iiber Blektricititsvertheilung
auf einer leitenden Kreisscheibe folgt?s), dass

(289 = /l(lw = ]—))[L .
2 71 VIC‘ — Q“
Somit folgt aus Gleichung (22%):
2
(238) AR}= AR’ — — BR.
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Den Unterschied « der wahren und reducirten Rohrenlinge
haben wir oben (12%) definirt durch die Gleichung:
o kB
(12  — = tang % .
A
Da Z« cine sehr kleine Grisse ist46), so oft das Verhiltniss
B, : R endlich ist, konnen wir in diesem Ialle anniihernd
setzon :
B w IR} 7€
239 = — = L — — R
il A e U e
wodurch fiir die hier in Betracht kommenden Rohrenformen
der Unterschied zwischen wahrer und reducirter Linge ge-
geben ist, wenn die Radien des Cylinders und seiner Miindung
bestimmt sind. Die reducirte Linge der Pfeife ist gleich der
wahren, also ¢« = B = 0, wenn B = R, V2.
Wenn die Miindung ehenso weit ist wie der Cylinder,

also R=R,, wird ¢ = i{f— R und B =— : RA. Wenn R
sehr klein gegen R, ist, wird annihernd

B wBY __Q

47T T LR T AR

wie es schon oben fiir diesen Fall in (12%) gefunden ist.
Unter diesen Umstiinden kann natiirlich nicht die abgekiirzte
Form (23°) fiir die Gleichung (12f) angewendet werden,

Die Bedeutung der Function y der Gleichung (22%), welche
zur Bestimmung der Strémungscurven dient, setzen wir durch
folgende Gleichung fest??):

i Yd P,
(78] ”:f Ta 0
0
[58] worin unter dem Integralzeichen 2 einen constanten Werth
behillt. Daraus folgt zuniichst:
d d"P}
i I — (0y) = 0 ——
e el g

d RR7AR 2P
i A (o) ZL/ o odo.

Da wir nun fiir unseren jotzt vorliegenden Zweck ung er-
lauben durften, in den Functionen @, 2; und P (s. (22) und

?



Ueber Luftschwingungen in offenen Rohren. 69

(20%), aus denen ¥; zusammengesetzt ist, £ = 0 zu setzen,
so reducirt sich die Gleichung (18°) in der Nihe der Miin-
dung auf:

AW @, 1AW

da* do* o do’

und wir erhalten also:

(

d W AW . dW
— (ox) = —/ (Q S ) do,

dx ’ do? do
9Ab _(_'z, 7 (R (ZZIT" S
(4) ZZlen=—e 4"

aus (24") und (24") folgt, dass die Function y der Bedingung
geniigt:

do do doe  da

(229) dloy) d'Ps | dloy) d'l; "

und dasgs in einer durch die a-Axe gelegten Ebeno die
Curven

oy = Const,
orthogonal sind zu den Curven

P; = Const. ,
erstere also Stromescurven sind.

Wenn wir in die Gleichung (24) fiiv ¥; setzen:
(-2 ld) = O -+ Py — 1)17

g0 konnen wir auch y #dhnlich zerfiillen:

(25) N == W Yy

dD
Q%o =,/ ds 290

0

P
(259 Rl == - =4y,
AP
0% __/ 57 © do




70 H. Helmholtz.

Da sich @ hier reducirt auf
O =Adz + B,
[59] so ist
(25%) x=+44de.
Um die Berechnung von y, abzukiirzen, hemerke ich FFolgendes.
lis sei 7 eine Potentialfunction, die auf Seite der negativen
@ der Differentialgleichung geniigt:

aaw  d*W 1 dW

in : =
da? iy do* o do ?
und ferner sei
W
) P="T,
80 ist
B W _~_/"" cﬁ( QV)Z o AW
(259) oy, ! da odo == J a2 0 o do=—p = ;

Nun ist P; die Potentialfunction einer Masse, die mit der
ot b A ; : :
constanten Dichtigkeit — s auf einer Kreisscheibe vom
47

Radius 72 ausgebreitet ist. Die Gleichung (25¢) erfiillen wir,
wenn wir W zur Potentialfunction eines soliden Cylinders
machen, dessen Basis die kreisformige Rohrenmiindung ist,
und der von 2 == O bis 2 = -~ oo reicht und mit Masse von

der constanten Dichtigkeit — /lA gefiillt ist. Man braucht

7T

sich nur den Cylinder um ein unendlich kleines Stick in der
Richtung der positiven 2 versechoben zu denken und die neus
Masse so wie die mneue Potentialfunction von der friitheren
abzuziehen, so erhiilt man das angegebene Resultat1%). Die
Gleichung (259) kann man aber schreiben, weil ¥ = ¢ cos w:

(259 AW aw

25 o ) — — —— CO08 (W = — §

2, €08 o cO8 ( dy
Jer aw .. ) ; J
Es ist aber — e die Potentialfunction der Oberfliche des
Y

-r : : ! : A A
Cylinders, die mit Masse von der Dichtigkeit — 1 S8 W

bedeckt ist, wie sich wieder leicht ergiebt, wenn man den
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Cylinder in Richtung der negativen y unendlich wenig ver-
gchoben denkt. Also lzisst sich y, unmittelbar finden:

(26) % _______[ F (/ Reoswdo

V(z—a)*+(0— L cos w)* 1% sin*w

Der Werth, mit Hiilfe elliptischer Integrale ausgedriickt, ist
folgender1Y):

B AR %, €08
(-‘()) 7 e 1

7U

Y1 = %2 gin* 9

(K — E)

%, 8in 9 : 1 gnr
— s [+ (E— B)F} -~ KB —o,

(60] worin gesetzt ist:

4R R—op
-.“=———————q =y K== 1—u3, yeind=mct
: (Brep i R
vg dw R s LI b st
I(-—/ E=/ V1 —#*sinwdo,
Vl — s o .
0
g 5
i do A /‘ IR LT
Fy= Vc—ﬁﬁ y B —') V1—wisinfodo 5
A R?
¢=——, Wem ¢ Sl
A :
c=—4—9—~, wenn R > o,

oder in beiden Fiillen:
__ AR 1 —x,8ind

C=— ——
4 1 %, 8in 9

Uebrigens ist fiir sin &, fiir cos 9, wie fiir %, immer der
positive Werth zu nehmen der sich aus den oblgen Formeln

ergiebt.

Endlich ergiebt sich y, leicht aus den bekannten Sitzen
iiber Potentialfunctionen, die durch elliptische Coordinaten
ausgedriickt sind. Sefzen wir

=5
Q:::RVI——EVI-}—S*,
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80 ist die DPotentialfunction 22 einer Scheibe, auf welcher
selbst die Potentialfunction constant gleich 1 B ist50):
>
iy = ])_ arc tang
7t
Die Linien @ = (' sind confocale Iyperbeln und orthogonal
gegen die Linien s = ¢/, welche confocale Ellipsen sind.
Da die letzteren in ungerem Ifalle Curven gleichen Potentials
sind, sind die Linien p = (' Stromungscurven, und wir
])1.1110]1011 die Grosse ¢z, nur fiir den Scheltclpun]\t derselben
in der Scheibe zu bestimmen, so muss sie denselben Werth
in der ganzen Liinge haben.
An der Scheibe selbst wird s == 0, fiir sehr kleine
Werthe von s und negative 2 wird:

ol A

Py = — B e tang -
ViA
(U" 0 B 1
dz Vla“ :ﬁ(! ’

61! QTP 2
191 (27) oy, :/ (({/ll,l odp = ]i] (1~ ).
0 g

U

Um g in den bei den elliptischen Intcv'ra,len gebrauchton
Hiilfsgrossen auszudriicken, dient, wenn % 1(11 0 > I negativ
genommen wird, die Gleichung?®):

V 2%,(1 - sin &) _
TV T )0+ nsn )

Somit haben wir denn in den Gleichungen (25%), (26) und (27)
die Werthe von z,, 7, und y,, und die Gleichung der Stro-
mungseurven wird :

o (%o + % — 2, = Const.
Soll  die Stromungscurve der Rohrenwand entsprechen, so

muss sie durch den Rand der Oeffnung gehen, und die Con-
stante ist:

o
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folglich wird die Gleichung der Réhrenwand:
1 » A Ny s )2
(27 ') 4 (/0 “+ % (n) = ']!A L.
Um die Rohrenform zu erhalten, fiir welche die Differenz
zwischen der wahren und reducirten Linge verschwindet,

miissen wir 2 =0, R = R, V2 setzen, dann verschwindet
auch y,, und die Gleichung der Rohrenwand redueirt sich auf:
o1, = YA} — ¢¥).

Bs giebt dies cine Rohre mit trompetenférmigem, schwach er-
weitertem Iinde. Die Kriimmung der Wand ist iiberall nach
innen convex, und ihr Kriimmungshalbmesser, der vom eylin-
drischen Theile an gegen die Mindung allmihlich abnimmf,
wird am Rande der Oeffuung zuletzt unendlich klein.

Macht man den Radius der Oeffnung gleich dem der
Rohre, so nihert sich die Iform der Réhre am meisten einem
reinen Cylinder. s wird dann die Differenz zwischen der
reducirten und wahren Liinge der Rohre, wie schon ohen be-
morkt, gleich 4sz 2. Da in diesem Falle die Grosse

Z% sin® 9 —= (I'/, it ()>
(B I o

immer sehr klein bleibt, und also auch sin 9 fiir alle nicht
zu kleinen Werthe von x, schr klein bleibt, kann man zur
Berechnung der lmluenform von % == 0 his » = sin 89° die
hsheren Potenzen als die erste von %, sin 9 und als die
zweite von sin <) vernachliissigen. Die so vercinfachte Glei-
chung fiir die Rohrenwand, aus der man sin ¢ fir eine Reihe
von Werthen von %, leicht [62] mit Hiilfe der Tafeln von
Legendre berechnen kann, ist®?):

__ Az, L (K — E)— ‘/‘42_‘&”

TR 1%,
+/,sm\}3 , (K— E) 46 4 % l(*z, _)%
X %,
& s Y 2 ARy 7 /IE 1 )
— %, 8in J{],:;e (K L)——/—’——«m;;l(l__p’:)s

Aus den zusammengehorigen Werthen von %, und 9 lassen
sich endlich 2 und ¢ berechnen, deren Werthe in diesem
Falle gind?2%):
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o— R 2%, sin &
Vi 1 — %, 8in.9’
& 5 2%, 08
T %x(l —x%8inY)

In der folgenden Tabelle hedeutet demmach §L}{f den Ab-

stand zwischen der Wand unserer Pfeifenform und der des
Cylinders, ausgedriickt in Theilen des Radius, und ebenso

—% den Abstand der betreffenden Stelle von der Oeffnung,

ausgedriickt in Theilen des Radius.

e ; o—R x
ang. sin z, o S =57
0° 90° 0 0
1° 96° 2’ 0,0153 | 0,03161
2° 15° 42/ 0,0187 | 0,06787
30 10° 59’ 0,0197 | 0,10392
4° 8° 14’ 0,0198 | 0,13979
5o 6° 26 0,0193 | 0,17556
60 5% 9 0,0186 | 0,21132
[ 4° 13’ 0,0177 | 0,24708
g9 3930 0,0168 | 0,28291
90 2° 56/ 0,0159 | 0,31888
10° 20207 0,0149 | 0,35496
152 1911"40"] 0,0107 | 0,53867
20° 0°37 50" 0,0075 | 0,73058
25° 0°21° 0”] 0,0051 | 0,93502
30° 0°12" 0" 0,0035 | 1,15668

In grosserer Entfernung von der Scheibe findet mans3):

Qw—i]l’,: o

R 3T g’
[63] Am schnellsten indert die Curve ihre Natur dicht an
der Oeffnung. Zwischen %, = 0 und %, = sin 1° kann man
folgende annihernd richtige Gleichung hrauchen ) :
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s

4V, sin(tm 4 §9) .

4
0 = log (/ ) — 1 tang 9 (3w + ) —

Y . 1
Wenn %, sehr klein wird, verschwindet log %, gegen == und

%
tang ) muss sehr gross, 9 nahe gleich } 7z werden, dann ist:
0 =1 v :
= tang 9 — —=
SV/
oder
o— I V2R

IR g P
v S]/(g — R)? -2
oder, da 2 auch sehr klein gegen o — £ werden muss
) gegen ¢ )
(0 — RY = g Ra*.

Aus dieser letzten Gleichung folgt, dass die Wandfliche die
verlingerte Ebene der Oeffnung an deren Rande tangirt und
hier einen unendlich kleinen Kriimmungshalbmesser hat.

§ 10.
Tonhohe von Resonatoren.

Das verallgemeinerte Theorem von Gireen liefert uns
auch einige allgemeine Gesetze der Schallbewegung fiir solche
Hohlkérper, deren simmtliche Dimensionen verschwindend
klein gegen die Wellenliinge sind, und die mit einer oder
mehreren Oeffnungen versehen sind, deren Flicheninhalt sehr
klein gegen die ganze Oberfliche des Hohlraumes ist. Da
soleche Hohlkorper mit kleinen Oeffnungen bheim Anblasen oder
durch Resonanz sehr tiefe 'I‘iine geben, so ist die erstere Be-
dingung fiir diese ihre tiefsten Téne immer erfillf.

Wenn # das Geschwindigkeitspotential im Innern des
iiherall begrenzten Raumes & darstellt, der keine ténenden
Pankte enthalten soll, und der Punkt «, £, 7, von welchem
ab die Entfernung » gerechnet wird, innerhalb des Raumes §
liegt, so ist nach (79

fenkr 4 gy — [w L (bmfw) B

7 dan

Wenn nun alle Dimensionen des Raumes §' gegen die Wellen-
linge verschwindend klein sind, so kinnen wir %7 gegen 1
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vernachliissigen, so oft 7, wie hier der I'all ist, die Entfer-
nung zweier Punkte, die innerhalb & gelegen sind, bezeichnet.
Wir setzen also:
sin iz k2
S S, .
7 2.3
[64] Dies, in die obige Gleichung eingefiihrt, giebt:

P ,_“A:/m[f/% l_ﬂ],j”_l ’
(28) '/ (Zu__,“ r* dw 7 Iy Mclu.

dn 9 dn

Nehmen wir jetzt an, der Raum S sei von einer festen Wand
umgeben, in der nur eine oder einige Oeffnungen seien, an

d ‘l" .

der festen Begrenzung sei itberall — - == 0, in den siimmt-
dn

: dir . e

lichen Oeffnungen aber habe —— endliche positive Werthe.

dn
Das Verhiiltniss der I'liiche siimmtlicher Oeffnungen zur ganzen

Oberfliiche des Raumes S sei 7*: 1, und n eine verschwindend

h . . ‘AP
kleine Grosse, so ist das Integral / dn dw von derselben
Ordnung kleiner Grossen wie 7% das erste Integral rechts
K dw 5

/ r*dw aber von der Ordnung Z*7% 7% also zu ver-

2,3/ dn
nachliissigen. Lassen wir nun / immer mehr ioh der Null

nihern, so muss dabei offenbar das lntcm.ﬂ/‘f’ T dw und

also auch die Function ¥ selbst immer grisser und grisser
werden, Bezeichnen wir 4* ¥ mit %, so wiirde 7 eine I'unction
sein, die bei abnehmendem % von constanter Gl‘fjssenordnung
bleibt, und in eine Function iibergeht, welehe der Differential-
gleichung <7y == 0 in ganzer Ausdehnung des Raumes ,§
geniigt, und fiir welche an der ganzen Oberfliche des Raumes ,§
dy
dn
trische Potentialfunctionen, dass y im ganzen Raume S ceon-
stant sein miisse %),

Dem entsprechend wollen wir nun zeigen, dass, wenn
die Dimensionen des Raumes /S iiberall endlich sind, d.
wenn man den Raum S nicht durch eine unendlich kleine
Schnittfliche in zwei Theile von endlicher Grosse zerlegen
kann, dass dann ¥ hichstens in unendlich kleinen Theilen

== 0. Daraus folgt nach den hekannten Sitzen iiber elek-
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des Raumes S von der Ordnung %* sich um endliche Theile
seiner Grosse von einer Constanten € unterscheiden konne.
Wenn ¥ und seine ersten Differentialquotienten néimlich, wie
es hier sein goll, innerhalb & iiberall continuirlich und ein-
deutig sind, so ist, wie bekannt:
s
((511, ) J de dy dz

I l(‘fﬁ) 4 [
—— / ip ?E " do — ([ #<r#arayaz,

wo die dreifachen Integrale iiher den ganzen Raum S auszu-
dehnen sind. Beriicksiehtigt man, dass A*% 4 /¥ = 0,
und denkt man sich weiter beide Seiten der Gleichung mit
einer constanten Grosse & multiplicirt, die so gewiihlt sein
soll, dass &* eine endliche Grogse ist, wozu nach Gleichung

9

2

k
(28) [65] ¢* von gleicher O1dnunfr mit ~ sein muss %), 30
"

erhiilt man:
d¥\e diP\e dP\2
/j/ [( ) ((l_/) = (J};) J dady dz
AP o
e L jlff - do + B b“/// P2 dy dy dz .

Da nun die Integrale auf der rechten Seite dieser Gleichung
verschwindend klein von der Ordnung #* sind, so ist es
auch das dreifache Integral links. Da hier aber unter dem
Integralzeichen eine iiberall positive Grisse steht, so kénnen
ys J U5 1
die Werthe von & dl{ & (:1; und e(flfr im Allgemeinen selbst
nur von derselben Ordnung kleiner Grossen wie # sein, oder
wenigstens nur in Theilen des Raumes 5, welche selbst von
der Ordnung #* sind, endlich werden.
Nun denke man die Fliichen construirt, welche der Glei-
chung

f — (Const.

entsprechen, und fiir den Theil des Raumes .S, welcher
zwisechen zwei beliebigen solchen Flichen liegt, bilde man

das Integral
dl[f 2 ur
(__) + (d{) dedydz = E.

(28") // / V(‘f;i;) dy
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Nach dem Vorausgesagten kann dies Integral nur von der-
selben Ordnung kleiner Grossen wie # sein. Man kann nun
die Integration so ausfithren, dass man zuerst diejenigen
Theile des Integrals zusammennimmt, welche zwischen zwei
unendlich nahen Potentialfliichen liegen. LEs sei dw ein
I'lichenelement einer solehen IPliiche, in dor das Potential den
Werth % hat, d» die Entfernung zwischen dw und der
niichsten Fliche, an der der Werth des Potentials ¥ - JF
ist, dann ist dw dn ein Klement des Volumens und 53

— v

1/ (dP)\? AW A2 3
rpaiand - () dn — l’[‘ Z y
V((l.’li) +(.€[“I/) ] ((lz) dow dn ¢ aw,

also
M )
R L/ tlzf"/(hu,
Yy
wenn ¥, und ¥, die Werthe von ¥ an den iiussersten

0
Potentialfliichen sind, zwischen denen man integrirt.  Ifiir

jeden Werth von ¥ ist nun / dw gleich [66] dem Flichen-

inhalt @ desjenigen Theiles der betreffenden Potentialfliche,
der innerhalb des Raumes S liegt. Also wird
21
g = / QAT

P

worin @ als I'unction des Werthes von ¥ anzusehen ist. Wenn
nun Q iiberall endlich ist,  darf die Differenz ¢ — ¢
innerhalh deren die Variable sich indert, nur von der Ord-
nung u sein, da der Werth von Z von der Ordnung 7 ist.
Oder eg muss, wenn &P — & ¥ endlich ist, innerhalb dieses
Intervalles Q von der Ordnung # sein. Da nun nach unserer
Voraussetzung der Raum & nicht eine solche Gestalt haben
darf, dass man ihn durch eine unendlich kleine Schnittfliche
in zwei Theile von endlichem Volumen theilen kann, wie das
z. B. der Fall sein wiirde, wenn er aus zwei dureh ein
rohrenformiges Stiick verbundenen Hohlriumen bestinde, so
folgt aus dem Gosagten, dass nur in unendlich kleinen Theilen
desselben, und namentlich auch nur in unendlich kleinen
Theilen seiner Oberfliche, der Werth von ¢ um eine end-
liche Grésse von einem constanten Werthe C abweichen konne.
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Nach diesen Bemerkungen reducirt sich die Gleichung (25)
auf
g *dP BC [ dr 3
(28¢) / dw = — 1—/ 7 - do =BCS.
Jodn 3 dn
Wenn wir nimlich die vom Punkte «, 8, 7 auf die Tangential-
. . dr n
ebene von dw gefilllte Normale 2 nennen, ist = — ; ;
. & r
o dr nd k : .
und — 47 dow = "% gleich dem Volumen eines Kegels
S dn 3 = ]

dessen Grundfliche dw und dessen Spitze «, 5, 7 ist®6). Des-
halb ist:

T iy s
3'/7 an dw .

.

Setzen wir jetzt voraus, der Raum /S habe eine Osffnung, die
in einem nahehin ebenen Theile der Wand gelegen sei, dessen
Ebene wir dusserlich unendlich verlingert und den freien Raum
nach einer Seite begrenzend voraussetzen, withlen wir, wie
frither, diese Lbene als Ebene der yz und verlegen den An-
fangspunkt der Coordinaten in die Oeffnung selbst. Nehmen
wir ferner an, dass die Vibrationen des IHohlraumes erregt
werden durch einen Schallwellonzug, der gegen die Osffnung
gehliigt.  Wir miissen nun an der Oeffnung den Werth von
P go bestimmen, dass er aussen und innen continuirlich wird
und [67] im Innern in einer gegen die Dimensionen der Oeff-
nung grossen Entfernung in den constanten Werth €' cos (27¢n¢)
iibergeht.

Es sei /2 eine Grosse, welche in verschiedenen Punkten
der Oeffnung des Hohlraumes verschiedene Werthe hat. Wir
getzen, indem wir die Integration iiber die Fliche der Oeffnung
ausdehnen, fir den freien Raum:

(28] L% =‘/‘7a i 7 el dw
~+ H cos ka cos (27w nd) -+ J cos ka sin (27w nt) .
Dieses Geschwindigkeitspotential stellt einen Zug ebener Wellen
dar, die, an der yz-Ebene reflectirt, sich in stehende ver-
wandeln, und ein System fortschreitender Wellen, welche von
der Oeffnung ausgehen®7). Statt der unendlich ausgedehnten
ebenen Wellen lisst sich iibrigens ebenso gut die etwas all-
gemeinere Voraussetzung der Gleichung (16) hier anwenden,

i



80 H. Helmholtz.

dass nimlich die Wellen von einem weit von der Oeffnung
i g . . .
: entfernten tonenden Punkte ausgehen, dann hekommen sie,
| . . . . . g . . . 9 (
wie dort gezeigt, dicht vor der Oeffnung die in (29) ange-
nommens Iorm.

i . " d ili

I An der yz-Ebene ist ausserhalb der Oeffnung 7z =0
i : . 5 [

[l in der Oeffnung 5):

i A

! (29%) e B 270 cos(2wnl)

i dx

il

f und annihernd:

,‘ (29Y) zl::[ %dw—}-ﬂj cos(‘lnnt}+[/u/.//,tlw—{—J]sin(‘).'/cnt).

Innerhalb des Raumes 5 setzen wir dagegen: -

‘ (29°) W= [C’ —fM d(u] cos (27w n).
>

\

Dann ist in der Oeffnung:

‘ s

i (299) ‘fh{ = — 2w hcos(2nwnt),

| :

' (29°) P = [(} ——//L dw] cos (2w nt) .
o 7

Ky, g
Die Werthe von (lvl, aus (29*) und (299) sind identiseh. Damit
s

auch die von ¥ aus (29") und (29°) identisch seien, muss sein:

(295 J 4+ /;/'/L di=s ),

hdw
(29%) — H= e
[68] s muss also die Grosse 7 fir die einzelnen Ifunkte der
] Oeffnung so hestimmt werden, dass ihre Potentialfunction
1 1nne1halb Seili Oeffnung constant wird. Die Bedingung end-
\ lich, dass T]IL = 0 ist liings der Oberfliche von § mit Aug-
|
nahme der Miindung, wird durch die Gleichung (29°) erfiillt,
wenn die Wand, in del die Oeffnung sich befindet, so Welt
merklich ehen ist, als das Potential von /% nicht gegen ' ver-
schwindet.




Ueber Luftsehwingungen in offenen Rohren. 81
Endlich wird fir diesen Fall die Gleichung (28¢)359):

29y 2xf hdow = E*CS.

Aus (29%) und (29" folgt:
/l:?f(:‘f‘SV

20

(20) J=

Nennen wir nun M die Masse, welche nothig ist, um, auf
der Fliche der Oeffnung passend vertheilt, in dieser dio Po-
tentialfunction constant gleich 1 zu machen, so ist

(20%) f hdo = 4 (0 — H) M,

da die Dichtigkeit 2 nach (29%) den Potentialwerth (¢ — I1)
hervorbringt. Wir haben also nach (29f):

(29) J4LE(C—H)M=0.
Das Maximum des Potentials der stehenden Wellen im freien
Raume ist V' H* 4 J*, das Maximum in dem Iohlkérper
ist ¢. Aus (29%) und (29Y folgt:

[li_*“ Jﬂ 2o Y (l /v""S 4 k“/S’ -

cr wM '

Dieses Verhiiltniss erreicht seinen Minimalwerth, die Resonanz
wird also am stirksten, wenn das erste der beiden Quadrate,
gegen welches im Allgemeinen das zweite verschwindend klein

ist, gleich Null wird. Die Bedingung fiir das Maximum der
Resonanz ist also:

290

(30) @M =S,

oder wenn wir statt 4 seinen Werth setzen, durch die Schwin-
gungszahl 7 und die Schallgeschwindigkeit ¢ ausgedriickt,

27wn
(B k= )
a
[69] so ist:
(80Y f = a* M

T ansS’
Ist die Oeffnung kreisférmig, so ist (s. (23%) und (23¢)):

Ostwald’s Klassiker. S80. 6
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2R
M="= > )
via

oder, wenn wir die Fliche der Oecffnung mit s bezeichnen:

) V-S‘
r e

n =

V2 ]//1;5 VS

Wenn wir fiir die Schallgeschwindigkeit den Werth 332260m™
(entsprechend 0° und trockner Luft) nehmen, so wird
Vs
n== 56174 """,
VS
withrend Sondhauss aus seinen Versuchen fiir 2 die empirische
A} % LT . - . .
Formel fiir kreisférmige und quadratische Oeffnungen herleitet:

Ve

7 == 52400 -17; .

v

worin nmur der von Sondhauss gegebene Zahlencoefficient
halbivt ist, weil Sondhauss nach der Art der franzdsischen
Physiker die Schwingungszahlen der Tone doppelt so hoch
nimm¢, als es nach unserer’ Bezeichnungsweise geschieht.

Noch hesser stimmt die Berechnung fiir einige Versuche
von Wertheim, bei denen das Verhiltniss der Oeffnung zum
Volumen des Hohlkorpers noch kleiner ist, als bei den Ver-
suchen von Sondhauss. Ich habe aus den Versuchen, welche
er mit drei verschiedenen (ilaskugeln angestellt hat™), deren
Volumen durch Bingiessen von Wasser verkleinert wurde,
diejenigen nach der theorctischen Formel berechnet, bei wel-
chen der Durchmesser der Oeffnung weniger als o des
Durchmessers einer Kugel war, deren Volumen dem deg
Hohlraumes gleich ist, und setze die Zahlen hierher, um zu
zeigen, wie gut die theoretische Formel mit den Versuchen
ithereinstimmt.

12’:),Anmtlcs de Chimie et de Physique,” Sér. 3, Tome XXXI,
p- 425 ‘
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(70]
Durch- | Volumen I
messer | des Hohl-
der | raumes in be- be- a
=9 . Qeﬂ'mmg. Cub.Centm.| obachtet | rechnet
Lrste Kugel. [ 2 (mm 6528 154,2 193,1 0,020

Volumen 6528, 5712 206,4 | 206,4| 0,000
Temperatur 211°.l 4896 218,8 | 222,9( 0,008
@ == 346550. 4080 232,9 | 244,2| 0,021

1Hmm 2030 234,9 | 242,3| 0,013

1827 | 262,6 | 2555 |—0,012

1624 285,1 | 270,9 |—0,022

Ziweite Kugel. 1421 300,5 | 290,3 |—0,015
Volumen 2030°°. 1218 320,0 | 312,9 |—0,010
Temperatur 18°.] 1015 345,0 | 342,7 |—0,003
a = 343030. 812 372,6 | 383,24-0,008
609 | 416,3 | 442,5| 0,026

1po 2030 286,0 | 296,8| 0,016

1827 | 298,7 | 322,8| 0,020

g 715 | 328,2 | 317,4[—0,015

615 | 340,4 | 342,2 |-}-0,002
515 | 373,7 | 874,0| 0,000

Dritte Kugel. 415 | 416,3 | 416,6| 0,000

Hee
,‘I’Pl“““’;};;ﬁj)o;, 315 | 481,2 | 478,2 |—0,003
ol 215 | 581,8 | 578,8 |—0,002
= : 115 766,5 | 791,4 |--0,014
{ g 715 | 384,4 | 409,7| 0,028

615 | 411,6 | 441,8| 0,081

Zur Erleichterung der Vergleichung sind in der letzten
Rubrik unter /\ die Logarithmen des berechneten 7z, dividirt
durch das beobachtete 7, hinzugefiigt. Der Logarithmus des
halben Tones 1§ betrigt 0,028. Die Werthe von /\ zeigen,
dass nur bei den verhiltnissmissig zur Oeffnung kleineren
Werthen des Volumens die Differenz zwischen Rechnung und
Beobachtung sich einem halben Tone niihert.

H¥
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Iiir Ellipsen von der lxcentricitit ¢ und der grossen
Axe R ist die Masse M, welche, auf der Fliche passend
vertheilt, in dieser das constante [71] Potential 1 giebt*),

R
M = K
worin /(, das ganze elliptischo Integral erster Gattung fiir
den Modul ¢ hezeichnet®). Js wird also nach (30%) fiir Hohl-
riume mit einer elliptischen Oeffnung:
g @R
Tl 1w K8’
oder wenn man den Ilicheninhalt s der elliptischen Oeffnung
einfithrt und setst: 1
“y V] i (:\: )
8=l P e

PR, -
4 a 142 I/«S
Ve

— e ;
2 K l/(-.“ ‘/7,'.,, V28
Der Werth von 2° ist also von dem fir eine kreisformige

|

50 wird:

Oeffnung giiltigen durch den Factor " verschieden, und
2K Ve,

da dieser Factor grosser ist als 1, so wird der Ton einer

elliptischen Oeffnung von gleicher Fliche ctwas hoher als der

einer kreisférmigen.

Hat der Hohlraum noch eine zweite Oeffnung, die eben-
falls in einem nahehin ebenen Theile der Wand liegt, so setzo
man fir den idusseren vor ihr liegenden Raum:

0 :‘/‘lll cos (kr —- f%n‘nt 4 1)

7
in dem ihr benachbarten Theile des inneren Raumes
* ), cos kr ;
= [(_}l —/ e clm] cos(2wnt— 1)
r !

-+ /t//t, dw-sin(2nnt—1) .

dow,

*) 8. Clausius in Poggendorff’s Annalen LXXXVI, 8. 161,
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' ’ . . . A
is sind, wie vorher, an der Oeffnung die Werthe von  y
3 . . . e wn
iitbereingtimmend, die Werthe von % werden:

e *h,dw :
iy _—__—/ —‘T« ~eos(2mwnt —r) 4+ & /]"1 dw sin(2wvnt — ),

*h, da
i [O LLQJ o8 (2767t — —|—//// dwsin(2ent—7).
Iis muss also sein®1):

hy dw
0, e g/
L . #

[72] and setzen wir, wie bei der ersten Oeffnung in (29%):
/ hdo =L C .M,

so wird in den von der Ocffnung entfernteren Stellen des
inneren Raumes:

Y= Ceos2uunt —v) - LEC, M, sin (20t — 7).

Dies muss aber gleiech werden dem frither festgesetzten
Werthe von ¥ im Innern der Kugel:

)

W = (cos (2w nt) .
Daraus folgt, dass

C,leosv — LAM, sint] = C,
sine 4 LA M, cos v == 0,

Aus der zweiten Gleichung folgt, dass v sehr klein ist, und
demgemiiss aus der ersten, dass mit Vernachlissigung kloiner
Grigsen

O,
Nun wird aus Gleichung (28°):

s )
[dl dow =2uf hdow + 2/5//1,{(1(,) == > CS

dn
oder:

(31) #M(C— H)+ nM C=iCS;
dazu 92):
£ CS

27
Vi —|—J’ (/rM'+M — k2.8)?
Gk ot M2

J=—

)

(31%)
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H* + J?
(/Y‘l
Resonanz eintrote, setzen wir
(31Y) (M -+ M,) = S,

durch welche Gleichung die Tonhshe der stirksten Resonanz
bestimmt ist, wie es in (30) fiir eine Oeffnung geschehen
war. Diese Gleichung stimmt, wenn die Oeffnungen geometrisch
dhnlich sind, mit dem von Sondhauss aus den Versuchen
abgeleiteten Gesetze. Sind beide Oeffnungen congruent, so
verhillt sich die Schwingungszahl des Korpers zu der desselben
Kérpers mit einer Oeffnung, wie ¥V2:1. Der Ton ist also
im ersten Falle um eine verminderte Quinte hoher als im
zweiten Ialle, was genan mit einigen Versuchen von Sond-
hauss *) iibereinstimmt.

Damit ein Minimum werde, und die stirkste

Heidelberg, im Miirz 1859.

¥ Pogyendorf’s Anmalen LXXXI, 8. 366.
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Die vorliegende Arbeit des grossen Forschers, dessen wis-
sengchaftlicho Verdienste in Heft 79 der Klassiker (8. 50 u. ff.)
kurz skizzirt sind, bietet sowohl in mathematischer als in
physikalischer Hinsicht ein hervorragendes Interesse dar. In
ersterer Beziehung liegt ilire Bedeutung vor Allem in der
Uebertragung der wichtigsten Siitze der Potentialtheorie auf
soleche Functionen, welche der Differentialgleichung

g | d*q | . 3
dx{‘ + d’!/(i + 7673(:' + B =0, resp. = f(z, y, 2]

geniigen. Die dadurch gewonnenen allgemeinen Sitze sind
nicht nur wegen des Nutzens, den sie fiir die Behandlung
gpecieller akustischer Probleme gewiihren, von Wichtigkeit;
dieselben bilden auch die Grundlage fiir eine exacte Formu-
livung des sogenannten Iluygens’'schen Princips, wie sie neuor-
dings u. A. von G'. Kirchhoff (Sitzungsherichte d. Berliner
Akadem. 1882, 641—669) entwickelt ist. Brwihnt ZHelmn-
holtz auch den Namen jenes Princips nicht, so leitet er
dasselbe doch implicite ab. Neben den erwiihnten Sitzen wird
den Mathematiker die Art der Fragestellung bei dem speciellen
Problem der Luftschwingungen in Rohren interessiven, ferner
die Untersuchung bhesonderer Rohrenformen, wie sie in den
§8 8 und 9 durchgefithrt ist, eine Untersuchung, die sich
auf die feinsten Hiilfsmittel der Amnalysis stiitzt.

Physikalisch wichtig ist in unserer Arbeit, dass es Helm-~
holtz gelungen ist, die Widerspriiche der ilteren Theorie mit
der Erfahrung zu beseitigen, und zwar nicht, wie es vor ihm
versucht war, durch irgend welche Hiilfshypothesen iiher den
Zustand der Luft am offenen Ende der Rohre, sondern da-
durch, dass er den Innenraum der Rohre und den iusseren
Luftraum als einen zusammenhiingenden Raum behandelto.
Durch diese neue Iassung der Aufgabe gelang es ihm, eine
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Bezichung zu ermitteln zwisehen den cbenen Wellen im Innern
der Rohre und den Kugelwellen, welche durch dieselben im
dusseren Raume erregt werden. Dieses hochbedoutsame Re-
sultat ermoglichte es, eine Anzahl von Fragen zu beantworten,
iiber welche die frithere Theorie keine Auskunft zu geben
vermochte, z. B. iiber die Phasen und die Stirke der Resonanz,
wenn .die Rohre durch dussere tonende Korper zum Tonen
gebracht wird. Endlich vermochte [Helmholtz eine Aufgabe
zu lisen, die bis dahin der theoretischen Behandlung unzu-
ginglich gewesen war, die Aufgabe niimlich, die Hohe der
Téne stirkster Resonanz hei solchen Hohlriumen zu bestim-
men, welche nur eine oder wenige enge ()cﬂ'uun;;,(,n haben.
Diose Theorio der Resonatoren oder, wie Iirchhoff" sie nennt,
kubischen Pfeifen bildet den Inh: th des letzten Par wmphen

Das Gesagte wird hinreichen, um die Aufnahme der wich-
tigen Arbeit in die Sammlung del Klagsiker gerechtfertigt er-
scheinen zu lassen. Dem N(,udluck ist das Original, Crelle-
Borchardts Journal fiir die reine und (mo(,wtmdt(, Mathcm.xtlk

Band 57, . 1—72 (1860), zu Grunde vclcot Doch sind die
Aenderungen, die der Abdruck der Arbeit in lfelmlzolt » Wis-
scnschattl Abh.mdlun%n« Band I, 8.303—382 (Leipzig, 1852)
enthilt, mit b(‘l’ll(,k‘}l(,]ltl‘rt In%besoudue sind diesem Abdruck
die im Original fehlonden Ueherschriften der einzelnen Para-
graphen entnommen. Ueber einige Aenderungen in den For-
meln, die sonst noch erforderlich waren, geben die folgenden
Noten Auskunft. Diese Noten enthalten ausserdem Erliuterun-
gen verschiedener Stellen sowie die Durchfiihrung schwierigerer
Rechnungen, von denen im Text nur die Resultate angegeben
sind. Nothwendig zum Verstindniss der Abhandlung ist die
Bekanntschaft mit den Grundgleichungen der Hydrodynamik
und ihrer Anwendung auf die Schallbewegung, ferner eine
Kenntniss der Sitze der Potentialthwlie, inshesondere der
Untersuchungen von Gireen, die in Heft 61 der Klassiker ab-
gedruckt smd Auch die 'l‘heouc der elliptischen Integrale
wird an mehreren Stellen benutzt.

Zum Schlusse sei erwiihnt, dass Helmholtz vor dem Druck
der Originalarbeit einen Ausmw aus derselben in den »Heidel-
berger Jahrhiichern der thteratm«, 52. Jahrg., 1859, B. 354
—357, veréffentlicht hat; vergl. auch: Helmholtz, Wlssen-
schaftl Abhandlungen Band 11T (1895), 8. 16—20.
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1) Zu S. S und 17. Der Name »Geschwindigkeitspo-
tential« ist von Helmholtz in seiner Arbeit iiber die Wirbel-
bewegungen (vgl. Heft 79 der Klassiker, S. 3 und 55) ein-
gefithrt, wihrend der Begriff schon bei Lagrange vorkommt.

Das 8. 8 unten citirte Theorem von Green ist der Satz
S. 24 in Ieft 61 der Klassiker.

2) Zu . 11. Die folgende I'ormel ist im Original wie in
den »Wissensehaftl. Abhandlungen« unrichtig abgedruckt.

3) Zw S. 14. In einer spiiteren Arbeit (Verhandlungen
des naturhistorisch-medicinischen Vereing zu Ieidelberg, Band
111, 1863; Wissenschaftl. Abhandlungen, Band I, 5. 383—387)
hat Felmholtz gezeigt, dass die Uebereinstimmung der theo-
retischen I'ormeln mit den Versuchen Zamiminer’s eine bessere
wird, wenn man die Reibung der Luft mit in Rechnung zieht.

3Y) Zuw S. 15. Hier steht im Original filschlich »kleiner«
statt »grésser«. Dass »grosser« richtig ist, ergiebt sich aus
S. 84 des Textes, wenigstens wenn die elliptische Oeffnung
gleiche Fliche mit der kreisformigen hat.

4) Zu S. 16. Ueber die Ableitung der hydrodynamischen
Gleichungen (1) (der sogenannten ZIsuler’schen Gleichungen),
sowie der Gleichung (1*) vgl. Poisson’s Mechanik, Theil
II, Buch VI, Cap. Il. — Dass fiir die Schallbewegung die
Gleichung (1*) an Stelle des Mariotte’'schen Gesetzes treton
muss, ist zuerst von Laplace gezeigt, vgl. Méean. Céleste,
Vol. V, Livr. XII, Chap. III.

5) Zuw S. 17. Wihrend in (1Y) 4, im Allgemeinen noch
eine Function von ¢ sein konnte, wird hier, wie im Folgen-
den, /4 als constant angesehen. — Die weiter henutzte Ver-
nachlissigung, bei der schon die Quadrate von §), %%, %[%
otc. sowie die Producte je zweier dieser Grossen vernach-
lissigt werden, ist in der Theorie der Schallbewegung allge-
mein gebriiuchlich. Nur in einer Arbeit von Riemann (Gotting.
Abh. 1860, Riemann’'s Mathematische Werke, 8. 145) wird
von dieser Annahme abgesehen.

6) Zu S.18. Betreffs der Gleichung (2%) ist Folgendes
zu bemerken. Setzt man den Ausdruck (2%) fix @ in (2) ein,

g0 erhilt man fiir %— den Ausdruck

1 aP \
(@) g = q' cos (2 wnt) 4 ¢" sin (2 7wnd),
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wo ¢" und ¢” von ¢ unabhingig sind, niimlich

7N 1 [é*9 . @ P

B) —q = 5 P

auw | da? dy* —Jz—‘?_
Integrirt man Gleichung () nach ¢, so folgt:
(7) zi P = -—q"cos (20ent) 4 ¢’ sin (27nt) 4 ¢, ,
w” u

Wo ¢, nur von 2, y, = abhingt. Aus Gleichung (1f), deren
rechte Seite kein von # unabhiingiges additives (ilied enthilt,
9
folgt dann, dass auch 0) das von # unabhiingige Glied :T(zlﬁ
enthalten miisste. Das wiirde heissen: Fiir den betrachteten
Raum ist von vorn herein eine gegebene, von Punkt zu Punkt
veriinderliche Verdichtung vorhanden. Ist, wie hier still-
schweigend vorausgesotzt wird, Letzteres nicht der Fall, so
verschwindet der von ¢ unabhiingige Theil von ¥), d. h. eg ist
¢, == 0, und damit geht die vorstehende Gleichung (y) in die
Gleichung (27) des Textes tiber; ferner ist () mit der ersten
Gleichung (3) des Textes identisch, sobald man die Bezeich-
nung /% aus (3°) einfithrt. Gleichung (3%) stellt die bekannte,
fiir jede Wellenbewegung giiltige Relation dar.

7) Zu S. 20. Im Original steht irrthiimlich @ statt .

7%) Zu 5. 21. Die Gleichungen (4¢), (4°) und (4¥) geben
P =0 fiix £ =0, falls die I"actoren 4 und /% nicht 5 e
"/1“ L b= {2‘ ist, erhdlt ¥ fiir
/i = 0 einen andern constanten Werth als Null.

Dor 8. 21 gemachte Uehergang von Summen zu Integra-
len ist derselbe wie in der Potentialtheorie und lisst sich
chenso begriinden.

8) Zu S. 22 und 23. Is kommt hier die bekannte, zu-
erst von Poisson abgeleitete Iigenschaft des Potex.ltlal.s P oin
Betracht, dass innerhalb des mit Masse von der Dichtigkeit /
erfiillten Raumes

portional sind; nur wenn A =

V¥ = —anh
ist, withrend fiir discrete Massenpunkte /% in den Massen-
punkten seinen Sinn verliort.
8%) Zu 8. 23. Im Original steht filsehlich (Hleichung (4)
statt (3).
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9) Zu S. 24. Der Werth von
g . [cos kr e |
\/,11./1' = \//;1: ('" 5,7.“ ) —'\\/.:: (7)

ergicht sich unmittelbar aus den Gleichungen (4%) 8. 19, ver-

L
d*—
bunden mit den entsprechenden Ausdriicken fiir e ete.,
da?
falls man die rechten Seiten nach Potenzen von 7 entwickelt
und die positiven Potenzen von 7, die fiir 7 = 0 verschwin-

den, fortlisst.

94 Zu S. 24. Im Original steht irrthiimlich = —¢,
y—p, z—y statt ¢ —2z, § —y, y —2.

10) Zuw 5. 24. Iis handelt sich in § 3 darum, zu be-
weisen, dass die durch (5) definirte Function ¥ der Gleichung
(3) geniigt, welche Gleichung das Analogon der Pozssorn’schen
Gleichung der Potentialtheorie darstellt. Zu dem Zwecke wird
zuniichst der betrachtete Raum durch ecine kleine, den Punkt
x, y, = umschliessende Kugel in zwei Theile Sy, 5| getheilt;
und da fiir den Raum 5, der Punkt z, y, z ein fusserer, mithin

\7_1/. l[;l —{— A:‘l i[“l == {)
ist, so ist nur der Werth von \/, ¥, -+ A*¥, zu ermitteln,
wo W, das auf der rechten Seite von (5) stehende, aber nur
iiber /5, zu erstreckende Integral ist. Um den in Rede stehen-
den Werth zu finden, wird ¥, als Summe der Integrale ¥’
und P" (8. 24) dargestellt. ¥ ist aber ein gewdohnliches
Raumpotential, also auch innerhalb der wirkenden Masse, d. h.
innerhalb 5, endlich, und zugleich ist dort
VP = —4dunq.

Terner wird Z*%" = 0, wenn man den Radius der Ab-
gehliessungskugel immer kleiner werden lisst. Iis bleibt da-
her nur noch der Theil ¥’ zu untersuchen. Nun ist f,. fiir
alle endlichen Werthe von # endlich (und verschwindet fiir
7 == 0). Daher ist auch das Integral ¥ endlich und ver-
schwindet, wenn man den Radius der Abschliessungskugel
immer mehr verkleinert. Iferner ist

Vel —:‘// U, By Vs (fr)dadpdy =

b L/ 1 3 &
——ﬂ:‘l//f !&?¢<’L dudpdy;
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d. h. N/, %" hat die Form eines Raumpotentials, bleibt also
innerhalh des Integrationsgebietes ;\'0 tiberall endlich und wird
mit abnehmendem Radius von /5, immer kleiner und kleiner.

1) Zuw S.25. In den » Wissenschaftl. Abhandlungen« ist die
Ueberschrift von § 4 diegelbe wie die von § 3. Statt dessen
schien es zweckmiissiger, »Gesetz der Ilichendichtigkeit« zn
setzen.  Denn withrend in § 3 das Analogon der Poisson-
schen (tleichung fiir das Raumpotential abgeleitet ist, handelt
es sich hier um das Analogon der charakteristischen igen-
schaft des Ilichenpotentials und weiterhin um die Anwendung
des Gireen'schen Satzes auf Gesehwindigkeitspotentiale.

12) Zu S. 26. Der hier benutzte Ausdruek fiir T/Il ist

wieder nicht der vollstindige Werth dieser Grosse, sondern
wird aus letzterem erhalten, wenn man cos (£r) uud sin (£r)
nach Potenzen von 7 cntwmkelt und die positiven Potenzen
von 7 fortlisst.
C—
Dasgs —/—' endlich ist, folgt unmittelbar daraus, dags “ ¢
=
ein cchtu Bruch ist. Die discontinuirliche Aenderung dieses
Bruches ergiebt sich daraus, dass fir zwei Punkte 2, v, z auft
entgegengesetzten Seiten der I'liche die Differenz 2 —« ent-
gegengesetztes Zeichen hat, wihrend » stets positiv ist. Geht
. ., r —q
man z. B. parallel der z-Axe durch die Fliche, so hat
=
auf der cinen Seite den Werth -~ 1, auf der anderen den
Werth — 1, wie nahe man auch der I*‘la,(,he kommen mag, —
/ ”
dx

Diese discontinuirliche Aenderung von ist deshalh up-

wesentlich, weil die I'liche £2,, iiber die man integriren muss,
d Py R .

um ’ zu erhalten, beliebig klein angenommen werden kann
dz

und mit der Verkleinerung dieser I'liiche wird auch das In-
tegral /c/[ beliebig klein, da die zu integrirende Function

endlich ist. Daraus folgt, dass die ersten Ableitungen von ¥
beim Durchgang durch die Fliche dieselben Aenderungen er-
leiden wie die ersten Ableitungen von ", und die letstge-
nannten Aenderungen sind aus der Potentialtheorie hekannt.

13) Zu S. 27. Ueber den Satz von Green vgl. Heft 61
der Klagsiker, 8. 24,
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In der letzten Zeile vor (7%) steht im Original: snach
Gleichung (3), (5) und (7)«. Gleichung (5) aber kommt gar
nicht in Betracht.

4) Zu 8. 25. Vgl Heft 61 der Klagsiker, 8. 27-—28,

Zur Erleichterung des Verstindnisses wird es zweckmiissig
sein, die wichtigen Gleichungen (7°) und (7%) direet zu he-
weisen. Auf die Munction

D — 4 08 (A7)
7

kann man die Gleichung (7) nicht unmittelbar anwenden, weil
¢ und \/ @ in einem Punkte des Integrationsraumes 5 un-
endlich werden, niimlich in dem Punkte «, 3, y, von dem aus
r gerechnet wird. Um die Anwendung von (7) doch zu er-
moglichen, schliessen wir aus dem Integrationsgebiete S das
Innere einer kleinen, um ¢, £, y mit dem Radius o beschrie-
benen Kugel aus und nennen den iibrig gebliehenen Raum
Sy« Im Raume S, ist @ iiberall continuirlich und endlieh,
auf &, konnen wir daher Gleichung (7) ohmne Weiteres an-
wenden.  Zugleich ist¥in .S,
VO 4B =09,

Ferner sind die in (7) auftretenden Oberflichenintegrale jetzt
iiber die Oberfliche von /8, zu erstrecken. Diese besteht aus
zwei Theilen: 1) der Oberfliche von /5, die wir O nennen
wollen, 2) der Oberfliche der Kugel d. Dem entsprechend
zerfillt jedes der Flichenintegrale in zwei, und die Gleichung
(7) lautet, wemnn wir das Integrationsgebiet durch einen dem
Integralzeichen angehiingten Index bezeichnen:

s d (cosh) i a’ (cos/.i) ’
/ dn 7 et /{) dn 7 o

w08 Jor i s sosdir D
(71) . /0(;0§Ai£{_l_(] w /)‘ g 7 4 dw
J e J r

r  dn dn

+ [ff. =E g w e w) dodyds.

Driickt man das Ilichenelement der Kugel ¢ durch Polar-
coordinaten aus:

dw = 0* sin IdIdqp
und beachtet, dass an der Kugelfliche » = ¢ ist und », die
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nach dem Innern von S, gerichtete Normale, mit 7 zusammen-
fillt, so wird:

f‘os// awr 90 P20 60 £O) [diP
ol ) = () Gd-I9d
v/t)‘ r dn e e / / R ((h ) A e #
=0 cos (£d)JS
ST 2 s
/ (d : ) sin d 9d
J o ar f,.—p

ist. An der Kugel 0 wird ferner

d (003 k )) [ d (cos 1;;')] /¢ sin (L ) -+ cos (A())
r=0

WO

du\ r dr\ »r o [ 0* !
daher
/“ iy a@ (cos L'r) dw = —[kd sin (£J) + cos (£0)]J,,
. dn\" r :
wo :
I, == 7r/ P ogin Sdddy .
Jody

Endlich konnen wir das iiber S, erstreckte dreifache Integral
ersetzen durch ein solches ubex S, vermindert um das iiber
das Innero /' der Kugel elstlcd\te Integral

Jy = ///1. C%TL (VP + BP)dzdydz.

Durch Einfiihrung riumlicher Polarcoordinaten wird das letz-
tere:
T 27T Y} pat ,
Jy=[ [ sin 0dvdy / (7P - 42 cos (kr)rdr ;

00
und man sieht zugleich, dass J, endlich ist.
Nach Kinsetzung vorstehender Ausdriicke geht Gleichung
(7') in folgende iiber:
/. ‘["ll—(g}sfk—r) dw —[kJ sin (k) - cos (£0)]J,
=

Jo o dn

__/ cos 47 clI

(7%) — - dw + J cos (k) S

+//]‘ cos ]7 z[i L zp‘) dxdydz —_ ;[l s
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Die Gleichung (7") gilt fir jeden Werth von ¢ und bleibt
bestehen, wenn man d heliebig verkleinert. Wird schliesslich
0 =0, so verschwindet dag ]ntcgl.ﬂ J,, vorausgesctzt, dass
P und \/ 7 in der Nihe des Punktes «, (3, y ondhch sind.
Ebenso wird & cos (Ad)J = 0 fir 0 = 0. Endlich ist

llm()‘ 0 'fi = 4w UT“ .
Denn fiir 0 > 0 ist

I 270
Jy = (Z»F)/ / sin Ydddg = 4 (),
0 0

wo () einen Mittelwerth derjenigen Werthe hezeichnet, welche
Y an der Kugelfliche d annimmt. Fir 0 = 0 reducirt sich
die Kugelfliche auf den Punkt «, (3, y, der Mittelwerth (%)
daher auf den Werth, den ¥ in «, 8, 7 annimmt, d. h. auf
¥,. Somit folgt aus (77) fiir § = 0:

» A s g
[/ P L (90§ /”) dow —4nP,
Jo

5 dn 7
(7")

cos/yd‘]" "‘(,OS/I
[t FRN (7 - ) ddydz,

und diese (xlexchung ist mit (7°) identiseh. (7¢), die nur ein
specieller all von (7¢) ist, enthiilt eine Verallgemeinerung
des Huygens'sehen Princips.

15) Zu S. 29. Das hier iiher die Doppelschicht Gesagte
ist nur unter der Voraussetzung correct, dasgs die mittlere
Kriimmung der [liche an dem Rlemente dw verschwindet.
Ist diese Voraussetzung micht erfiillt, so bediirfen die Angaben
des Textes einer kleinen Modification, die im Folgenden ent-
wickelt werden soll.

Wir denken ung in allen Punkten der Oberfliche O von &
die Normalen gezogen und tragen auf allen nach aussen und
innen die Stlecke 1e ab. Die qudpunhte der iusseren Nor-

malen mogen die Fliche O, die der inneren die Fliche 0"
bilden. (Fm ein constantes & "sind O’ und 0" Parallel-Flichen
von 0.) Sind dw, dw’, dw" entsprechende Elemente der drei
Flichen, d. h. wird dw’, resp. dw” aus O', resp. O” durch die
im Umfang von dw errichteten Normalen ausgeschuitten, so ist

3

do'=do(l+1), do" =do(l—y), n=1e¢ (115-1-1171) )

falls 2 und 2, die Hauptkrimmungsradien von O an dem
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Elemente w bezeichnen. Nun denke man die Fliche O’ mit
. wd e A } W . :
Magse von der Dichtigkeit — rE et die Iliche O" mit
[ e "/
1
solcher von der Dichtigkeit = belegt, so dass auf den
2 1 —

"

Elementen dw', dw"” gleiche Massen, doch von entgegenge-
sotztem Vorzeichen, ausgebreitet sind; man nenne ferner »’,
resp. 7" die Entfernung eines Punktes 2, %, z von dw’, resp.
dw".  Dann ist das Potential der Fliche O':
, €08 (£ g . cos (kr'
—*-/ (,‘—) — ~/ Pdw ’—(,‘—)
& l+ P J & ¥
das der Fliche O” dagegen:
o cos (kr" 'l cos (hr"
dw" ( ):: = ’I’l)—( )
J &

s 1 i ') 7'11 7 4

)

Mithin ist das Potential der auf den beiden Flichen O', 0"
ausgebreiteton Massen:

» 1 : :’_N
[ [0,,0?({;' ) __ oo8 (fr )Jclw.
. & r r
Um das Potential der Doppelschicht zu erhalten, miissen wir

zur Grenze ¢ = 0 iibergehen. Ist nun » die Entfernung des
Punktes @, %, = von dw, f(r) eine beliebige Function von 7,

80 ist
(9" — £ (" O
lim,_, /_(7 ) —f ) =d/ () )
& dn

falls 2 die innere Normale von O ist. Daher ist das Poten-
tial der Doppelschicht:

/'qr d (cos (/7)) oo
dn 7

16) Zu S. 29. Das Potential einer gleichn_léissig ll.lit Er-
regungspunkten helegten Kugelfliche vom Radius /2 ist fiir
einen im Abstande ¢ vom Kugelmittelpunkte gelegenen Punkt:

T 27T [\ a0
1y (1152/ f @S;(_/fﬂ sin 9,d9, do,
JogJyg 3

r* = R* + ¢* — 2 Rg cos I,
ist, wihrend ¢ die constante Dichtigkeit der Kugelbelegung

wo
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bezeichnet. Tiegt der betrachtete Punkt im Innern der Kugel,
ist also 0 <T R, so giebt die Ausfihrung der Integration:
i — 1wg B sin (ko) cos (k1)
ko
Andererseits ist dag Potential ¥, eines von zwei concentrischen

Kugeln mit den Radien 22, R, [1»1 > I!] begrenzten Raumes
von der Dichtigkeit 1 fiir denselben Punkt g:

B pTT
cos (k)
/ / )fd)l sin 9, d 9 dey,

WO

1% = 0¥ 4 p? — 299, cos I,
Durch Ausfithrung der Integmtion folgt:
sin (% o)

P, = dm
¢
kR, sin(kR,) - cos (% I, ) —kRsin [k R) — cos (h12)

o
Die Vergleichung von ¥ und ¥ zeigt, dass man im Allge-
meinen ¢ stets so bestimmen k.mn dass fiir alle Punkte im
Innern der Kugel 12 ¥ = P, \\nd d. h. dass man die Wir-
kung des von d(,u (,onccntll%lmn Kuudu begrenzten Raumes
fiir alle im IHohlraum gelegenen Punkte durch eine Ober-
fliichenbelegung ersetzen kann. Iine Ausnahme bilden jedoch
die Werthe von %, fiir die cos (4 2) verschwindet.

T) Zu S. 31. Betrefls der Ableitung dieser Formel vgl.
Poisson’s M(*r’luuik, Band II, Buch VI, Cap. II, § 659.

18) Zu S. 32. Die Worte »dieselbe Betrachtung« kinnten
viellelcht Anfingern Schwierigkeiten bereiten. Gemeint ist,
dass das Vorhandensein fester Korper in endlicher Entfernung
das vorhergehende Resultat nur in so fern modificirt, als A
und ¢ andre Iunetionen von o und ¢ werden, wiihrend die
Form von ¥ ungeiindert bleibt. Begrindet wird das damit,
dags man das Vorhandensein soleher Korper durch Annahme
gewisser Kriifte, d. h. durch Annahme neuer Erregungspunkte
ersetzen kann, — Dass an der Oberfliche eines festen Kor-
pers die zu jener Fliche senkrechte Geschwindigkeitscompo-
nente verschwindet, ist aus der Hydrodynamik bekannt.

19) Zu S. 33, 40 und 56. Vgl. auch hierither Poisson’s
Mechanik, Theil I, § 663. — Dass hier und auch spiterhin

Ostwald’s Klassiker. $§0. 7
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ofter derselbe Buchstabe # zur Bezeichnung der Schwingungs-
zahl und zugleich zur Bezeichnung der Normale gebraucht ist,
wird das Verstindniss nicht storen.

20) Zu S. 34 und 35. Beschreibt man um die beiden
Punkte «, 4 kleine Kugeln und schliesst das Innere derselben
von dem Integrationsraume aus, so kann man auf den iibrig
bleibenden Raum unmittelbar die Gleichung (7') anwenden.
Die ither die Oberflichen der Abschliessungskugeln erstreckten
Integrale ergeben dabei die rechte Seite der Gleichung (9),
doch mit entgegengesetztem Zeichen. Die Ableitung ist der
in Anmerkung 14 S. 93 entwickelten ganz analog.

Bei der Ableitung der Gleichung (9°) [S. 35 unten] hat
man nur den Punkt 4 mit einer kleinen Kugel zu umgeben,
nicht aber das Flichenelement da, da ¥ nirgends unend-
lich wird. Daher fillt das auf der rechten Seite von (9)
stehende Glied — 4724 M, cos (27xnt) jetat fort. Ferner ist
zu beachten: Wihrend die Integrale auf der linken Seite von
(9), iiber die Oberfliche der festen Korper erstreckt, vorher
Null ergaben, ist das jetst bei dem zweiten dieser Integrale

ys
nicht mehr der Fall, da %{h_’z an dem Elemente da nicht ver-
schwindet; allerdings reducirt sich das in Rede stehende In-
tegral auf e¢in Element. Demnach tritt an Stelle der Gleichung
(9) zuniichst folgende:

( / d 2o P S
e { ' ‘I"—dTL low — [ @ o dw — D, B cos (27ent)da
l

= 4w AW, cos (27wnt),

wobei die Integrale auf der linken Seite von (9°) mur iiber
die Oberfliche der Kugel vom Radius ¢ zu erstrecken sind.
Da die Differenz jener Integrale von ¢ unabhingig ist, 0 muss
damit (9') fir beliebige ¢ gelte, die Gleichung (9°) stattfinden.

20") Zu S.34. In der Gleichung fir ¥—— — @ ——,

die aus (8°) und der letzten Gleichung 8. 33 leicht folgt,
wenn man beachtet, dass an der Kugel vom Radius ¢ 7 die
entgegengesetzte Richtung von g hat, fehlt im Original rechts
der Nenner ¢®. Ebenso musste jener Nenner in der dritten
Zeile 8. 35 hinzugefiigt werden.

20") Zu S. 35. Die Gleichheit des Phasenunterschiedes
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n

: 3 i
folgt daraus, dass der letztere durch die Verhiltnisse ,’,1;,,!!
s @
und zP.,I’ bestimmt wird.

21) Zu S. 37. W ist von der Iorm
P = W' cos (27xnt) 4 P sin (27w nt),

wo ' und ¥ der Gleichung (3%) 8. 19 geniigen. Fiir ebene
Wellen, die sich parallel der Axe 2 fortpflanzen, ist ¥ von
y und z unabhiingig, die Gleichung (3") reducirt sich daher
auf:
AP
s LAIPE g
0=/72" +- dat

und ihr allgemeines Integral ist
¥' = M cos (kz) + N sin (kz),

worin M und N willkiirliche Constanten sind. Da ¥" dieselbe
Form hat, nur mit andern willkiirlichen Constanten, so enthilt
vier willkiirliche Constanten, die im Text mit .A/%, B, A/k, B
bezeichnet sind. Kann man noch iiber den Anfangspunkt der
Zeit willkiirlich verfiigen, so heisst das, man kann statt des
urspriinglichen ¢ setzen ¢ |- ¢, wo ¢ willkiirlich ist. Ueber ¢
kann man dann so verfiigen, dass nach Auflgsung der tri-
gonometrischen Functionen der Iactor von sin (27z2¢) ein
Glied mit sin (£2) nicht enthiilt. So erhilt man den Aus-
druck (10) fir .

22) Zu S. 38. n, die nach dem Innern des betrachteten
Raumes gerichtete Normale, hat an der Mindung die Richtung
der negativen, an dem Endquerschnitt die Richtung der posi-
tiven z-Axe. An letzterem Querschnitt hat zugleich die zu
integrirende Funection, da sie nur von z abhingt, fiir alle dw
denselben Werth, das Integral reducirt sich daher auf

s
(222 — 022} fui 032 - 6E2) g,

dx dx dz
und hierin ist @ = cos k2, fir P aber der Ausdruck (10)
dm
zu setzen. An der Mindung ist 2 =0, D=1, et

doch hat dort ¥ nicht fiir alle dw denselben Werth, viel-
mehr ist dort fiir ¥ der Ausdruck (10") zu setzen, in dem
¥ und ¥" Functionen von % und 2 sind.

7oK
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23) 7w 8. 39 wund 43. Da @ yon y und z unabhiingig
ist, so ist
d  ddz A

2]
== _— = cos 4.
dn dx dn da /

: d®
In der Gleichung fiir /’.“ 7 dw, wie in den Gleichungen
. dn

(L1) und (11%), haben die mit 4 multiplicirten Integrale im
Original das Zeichen -}~ statt — .

24) Zw S. 40. Die Gleichung (11") leitet man am besten
divect aus (7) nach der in Anmerkung 14) (S. 93) entwickel-
ten Methode ab, wobei zu beachten ist, dass ¥ der Gleichung
(3% 8. 38 getmgt.

Drei Zeilen nach Gleichung (117) steht im Original filseh-

ai dm .
lich @ —— — ¥ —— wihrend aus dem I'olgenden hervorgeht
dn dn J
dags @ das iiber die Kugelfliche o erstreckte Integral der

o o T dm dP ; -
Function ¥ s ) —— bezeichnet, Dass € von der Zeit
dn dn

unabhiingig ist, ergiebt sich aus der S. 34 abgeleiteten For-
mel, da @ und 7[’ fir Punkte der sehr weit entfernten Kugel
die Iorm {8") annehmen.

25) Zu 5. 41. Dass die erste Gleichung (11%) aus den
beiden andern mittelst des Theorems (7%) folgt, ergiebt sich
am einfachsten daraus, dass (11°) und (119 als Folgerung
aus (79 und (7") angesehen werden koénnen.

26) Zu S. 42. Zur Erliuterung diene folgende Bemorkung,
Die Gleichung (110) gilt, in welchem Punkt des betrachteten
Raumes aueh der Punkt «, (5, 7 liege, also auch noch, wenn
dieser Punkt auf die Kugel it dem grossen Radius o riickt.
Ferner driickt in (11°) », die Entfernung des Punktes «, B, y
von einem Punkte der Rohrensffnung auns, d. h. von einem
Punkte, fir den 2 = 0 ist, wihrend y und z sehr kleine
Werthe haben. In dem in Rede stehenden Ifalle wird daher

3

7} == 0* cos® w -} (o sin w cos I — y)* - (¢ sin @ sin P — 2)?
i T B SO SV .
=i0* — 2pe Y2,

d. h.
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fails man Grossen von der Ordnung gogen &, solche von
(‘)

& 1 :
der Ordnung o5 gegen . vernachlissigt.

Dass hier der Buchstabe w in doppelter Bedeutung ge-
braucht ist, nimlich einerseits zur Bozeichnung des Winkels
zwischen ¢ und der z-Axe, andererseits zur Bezeichnung dey
Flichenelements (Zw), ist zwar unzweckmiissig, stort aber das
Verstiindniss nicht.

27) Zuw S. 42. In den beiden folgenden Gleichungen hat
der Factor M, im Original falsches Vorzeichen.

Hinsichtlich der letzten Gleichung £. 42 ist wieder zu be-
achten, dass » und ¢ entgegengesetzte Vorzeichen haben.

28) Zu S. 44 und 45. Zun den Entwickelungen S. 44
und 45 ist Folgendes zu bemerken. Mit demselben Rechte,
wie beim Uebergang von Gleichung (11) zu (12) das Glied

»
% j P’ sin kb cos fdw vernachlissigh ist, miisste beim Ueher-

gang von (11%) zu (12%) das Glied /:/‘,l‘" sin £z cos fdw

fortbleiben. Dass dasselbe hingeschrieben ist, hat woll darin
seinen Grund, dass gezeigt werden soll, von weleher Grissenord-

e T :
nung das zu vernachlissigende Integral / J dw ist.  Usebri-
. (43¢

gens hat das zweite Glied der rechten Seite von (12%), ebenso wie
das entsprechende Glied von (11%), im Original falsches Vor-
zeichen; desgleichen das erste Glied der rochten Seite von
(12¢), welehe Gleichung aus der zweiten Gleichung (11F), ver-
bunden mit (12%), folgt. Awuch in (12.) sind zunichst mehr
Glieder beibehalten, als schliesslich gebraucht werden, um die
Grossenordnung von M, zu ermitteln. — In der zweiten Zeile
nach Gleichung (12%) ist im Original (11%) statt (12%) citirt.

Die Gleichung fiir ¥ (8. 45, Z. 7) leitet man besser aus
der zweiten Gleichung (119) statt aus (11°) ab. Um ¥, d. 1.
den Werth von ¥’ fiir Punkte der Rohrendffnung, zu erhalten,
muss man den Punkt «, 3, 7, der in (114) ein beliebiger Punkt
des dort betrachteten Raumes war, in einen Punkt der Rhren-
offnung verlegen. 7, stollt dann die Entfernung zweier Punkte
der Rohrendffnung vor, A, ist daher von der Ordnung /e,
und cos (47, ist=1 zu setzen. Das letzte Glied der zweiten
Gleichung (11%) kann man schreiben:
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k /c/‘l"" sin Zr,
L | da
de  kr, @5
sein absoluter Werth ist kleiner als der absolute Werth von
/' d IF”
g ~dw ,

und daher ist [nach ( 12“)] auch dies Glied zu vernachlissigen.
Damit geht die zweite Gleichung (11%) unmittelbar in die
Gleichung fiir P iiber, wenn man 7 statt 7, schreibt.

Die Grossenordnung von ¥’ iibersieht man am einfachsten,
wenn man in dem Integral fir ¥’ Polarcoordinaten einfithrt,
deren Pol der in der Rohrendffnung liegende Punkt o, B, »
ist.  Dann wird dw = rdrd 9,

i_—l?l = e——— /]. {i[[’ rdd .
Y 2/L- dz

Andererseits gieht die Gleichung (12) nach Einfihrung der-
selben Polarcoordinaten :

Tl s 3. T Lo
A4Q —/ ‘—[~ rdrdd = (r) // dd; drdy=—2m(r)P’,

falls (7) einen Mittelwerth von #» darstellt. Da (r) von der Ord-

- AC
nung ¢ ist, so ist ¥’ von der Ordnung e
29) Zu S.47. Zur Erliuterung diene folgende Bemerkung.

’P” ist der Factor von cos (‘cht) in (10) “oder (12%), resp.
n (124, Fiir £ = 0 gehen jene I'actoren iiber in

a) ¥/ = Az + B = A(x—a), resp. b) F] = il

Dass ¥’ als das Potential der Elektricitiit in einem sta-
tiondiren elektrischen Strome von der Intensitit J—:—T 4() an-
gosehen werden kann, ergiebt sich go. Damit ’Ii ellll der-
artiges Potential ist, muss ¥’ der Gleichung \/ P’ = 0
geniigen; ausserdem muss das iiber irgend eine Niveaufliiche

erstreckte Integral
Vgt
/ ik ]

dn
worin 7 die Normale der Niveaufliche ist, fiir alle Niveau-
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flichen denselben Werth haben. Denn dies Integral ist pro-
portional der durch die Niveaufliche in der Zeiteinheit strs-
menden Elektricitiitsmenge. Setzt man fiir ¥’ den Ausdruck
a), so ist die Niveaufliche der Querschnitt Q der Rohre, »
fillt mit = zusammen, daher ist der Werth des Integrals
= A Q. Nimmt man fiir ¥’ den Ausdruck b), so ist iber
die Halbkugel vom Radius ¢ zu integriren, und 7 fillt mit o
zusammen. Auch dies Integral giebt daher AQ. Das in
Rede stehende Integral ist zugleich das Maass fiir die Inten-
sitit J, und zwar ist J gleich jenem Integral, multiplicirt mit
dem Leitungsvermdgen. Ist letzteres == 1, so ist das Integral
gleich der Stromstirke .J.

29%) Zu S. 47 und 48. Um die Formel (12%) zu erhalten,
hat man zunéichst das Potential fiir den unendlichen Raum zu
beiden Seiten der isolirenden Ebene zu suchen. Zu dem
Zwecke fihrt man statt der rechtwinkligen Coordinaten z, y, =
elliptische Coordinaten durch die Gleichungen ein:

z=tcos P, y=VR* ¢ sin9cosp,
z=VR+ fsinIsing.
Dann erhilt man fiir {==0:

z=0, 4 2=Rsin*9=R?,

v

wihrend fiir 9 = £

z=0, P4 22=R+ =R
wird. ¢==0 giebt daher alle Punkte der kreisformigen loi-

T,
tenden Oeffnung, withrend ¢= 0, J = - die Punkte des

isolirenden Theiles der yz-Ebene giebt. Transformirt man
die Potentialgleichung /%' = 0 auf die Variabeln #, 9, ¢
und nimmt ferner an, dass ¥’ von 9 und ¢ unabhingig ist,
d. h. dass alle Rotationsellipsoide ¢ = Const. und damit auch
der Kreis £ =0 Niveaufliichen sind, so erhilt man fiix ¥’ die
Gleichung ; A

)9 -5 VT
d(R* + 1*) 7 =
di 5

Thre Losung ist , ¢
P’ = O arctg (—E) 4+ D,
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wo ' und /) willkiirliche Constanten gind. Damit fiir sehr
weit entfernte Punkte auf der Seite der positiveu zy dohy
fiir grosse positive Werthe von # (9 ist stets = .;—2— zu nehmen)

W' diegelbe Form hat wie in Anmerkung 29) S. 102, nimlich

o

:p'___ﬂ‘/ l<::__J 1
2w 2t
muss
J
C = D= —4inw.C
7 2R’ % e
sein, so dass
J t
Pl e e Lt — arcte —
F PR R arctg T
wird. Iiir ¢ = -}-o00 wird ¥’ = 0, fiir { = — oo dagegen ist
0 el e et
27t R 2R
o=t L 3l
SR ist somit die Potentialdifferenz des ganzen betrachteten
P A
Raumes.

Andererseits ist in einem Cylinder vom Querschnitt Q das
Potential [vgl. Anmerkung 29) S. 102]

. J
P e i
P == 0 + B,
die Potentialdifferenz fiir einen Cylinder von der Linge 7 also
== JZ. Damit beide Potentialdifferenzen gleich werden, muss

Q
Q

‘=3m
sein.

30) Zu . 45. W ist der Factor von sin (272x2%) in
(128), resp. (121). Tir % ==0 ergeben diese beiden Factoren

Pl LAl
k- 2x
31) Zu . 48. Hier steht im Original filschlich (12%)
statt (128). — Die Ueberschrift von § 7 fehlt in den »Wissen-
schaftl. Abhandlungen«.
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32) Zu S. 49. Tormel (13%) ist im Original wie in den
» Wissenschaftl. Abhandlungen« unrichtig.

33) Zu S.50. Dass der Punkt, von dem die reducirte
Linge « — z gezihlt wird, vor der Oeffnung liegt, setat
voraus, dass « positiv ist.

34) Zu 5. 51. Iis folgt dies unmittelbar daraus, dass
a* L* 4 J* von z unabhiingig ist.

Maximum der Geschwindigkeit und der Verdichtung heisst
hier: Maximum an derselben Stelle im Verlaufe einer Schwin-
gung, wihrend vorher (8. 50) die Maximalwerthe der Llon-
gationen, mithin die Maximalwerthe der grossten Geschwindig-
keiten der verschiedenen Stellen verglichen wurden.

Dass tang (kc) eine kleine Grosse ist, folgt aus den Iir-
orterungen S. 45. Dort ist gezeigt, dass, wenn der Quer-
schnitt der Rohre von derselben Ordnung ist wie die Oeffnung,

L
B die Ordnung Ae, %) == -— tang (£ «) demnach die Ordnung
ke hat, algo klein ist. Da £*Q von der Ordnung /4*e* ist
so ist tang %, von der Ordnung Ze.

35) Zu S. 52 wund 53. Hier handelt es sich nicht, wie
S. 50, um das Maximum oder Minimum des absoluten Werthes

)

1P ; ; g
von ((—/—;, gondern hier kommt auch das Vorzeichen in Be-
g X! 2 : .
tracht. Aus (13) folgt, dass F o fiir £==0 ein Maximum ist,
wenn

cosk(z —a)=+1, d h kle—2z)=2aw, a —z=1ql,
ein Minimum, wenn

cos kfzx—a) = —1, d h klo—2) = 2a 4 1)u,

e—az=(a4+§4i.

Dag iiber die Geschwindigkeit im freien Raum Gesagte
folgt so. Hier gilt fir ¥ der Ausdruck (12%) 8. 46. Daher
ist die Geschwindigkeit

d¥  AQ[ksin(ko—2mnl)  cos (ko — 2ant)

& an [ i DS R e Teeae J :
Iiir grosse o ist angenihert:

d¥P  AQk sin (ko — 2wni)

v(ligk ok -t 0 i
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und dieser Ausdruck ist fiir £==0 ein Maximum, wenn

sinko =41, d h bo=020+Yn, o= 0+ 141,
v o Al e
filr ¢ = -y dagegen, wenn

cos ko = —1, d. h. ko = (20 1)w, 0 = (b+ §)4.

Auch bei der Verdichtung handelt es sich nicht, wie
5. 50, 51, um die Maxima der absoluten Werthe von ), son-
dern auch hier kommt das Vorzeichen in Betracht. Aus 14)

folgt, dass, fiir ¢ = 1%, ) ein Maximum ist, wenn
sink(z—a)=-41, d. h. k(e —2) = (2a— =,
¢—a=(a—4)4
ist. — Der Werth von §) in den entfernteren Theilen des freien
Raumes ergiebt sich aus (121):
1 dWP AQFE sin (o — 27532{)

f)=-—;§ dt et 27 ¢ 0

Y

und dieser Ausdruck ist fiir ¢ = 4—17- ein Maximum, wenn
v
ko= (204 1), o = (b+3)2,

1
filr { = o dagegen, wenn ¢ = (b + 4)4.

Zu 8. 53 Zeile 9—14 von unten ist Folgendes zu beachten.
Die Maxima der (Geschwindigkeit stehen still zur Zeit £ = 0;

dann ist nach (14") %2 = ko —aw, ¢—gz=40a5; an

diesen Stellen sind - aber mnach 8. 50 die lﬂlopgationen am
grossten. Die Maxima der Geschwindigkeit eilen vorwirts

1 . . .
zur Zieit ¢ = —47'»; zu dieser Zeit ist nach (14")
X A
7
ke = —(2a + 1)7;2 , — = (2a- 1)-1,

withrend an den Stellen ¢ — 2 = (2a 4 1) i« die Elongationen

am kleinsten sind. TFiir die Maxima der Verdichtung und da-
mit fiir die des Druckes ergiebt sich das Analoge aus (14°),
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36) Zu S. 55. Der Ausdruck fiir # (Z. 7) folgt so: Aus
(15%) ergiebt sich

2 Q sin &l cos ka

simp = ———— .
V7 Q* sin® £l cos® ko + 4% cos® k(L + «)
Ist »
k(4 a) = (a + &),
8o ist
sin &7 == (—1)* cos ke und sin 7 = (—1)*,
somit

T = (—1)"§m.

Dass cos &« nur mit Q verschwindet, folgt-aus (12%) und (12°).

Fiir cos ke =0, tang fa =o00, ist ;i:oo, also B=00,
o&i

da A von 0 verschieden ist. Andererseits ist QB endlich

[vgl. (12°) 8. 45), so dass B = oo auch Q == 0 erfordert.

Dass dle Vibrationen der Schwingungsmaxima in der Rohre
sich von denen der mitgetheilten Bewegung wm eine Viertel-
Undulation unterscheiden, ergiebt sich unmittelbar daraus, dass
die Bewegung der Luft am Orte einer Knotenfliche mitgetheilt
wird, in Verbindung mit dem 8. 50 ausgesprochenen Resultat
iiber die Phasen der Bewegung am Orte der Maxima und
Minima der Schwingung. Das iiber die von der Oeffnung ent-
fernten Stellen im freien Raum Gesagte ist indessen nicht rich-
tig. Denn dort ist [vgl. Anmerkung 34)] die Geschwindigkeit

AP _ AkQ sin (ko — 27wnt)

TQ_— 27 0 ;
und fir ¢ = ak, d.h. kg = 2an, wo a eine ganze Zahl,
wird

d¥F _ —AkQsin2nnt _ AkQ c‘iq.,(f g ~>) :
75_ 27 0 2w 0 RGH

d. h. fiir die um ganze Wellenlingen von der Oeffoung ent-
fernten Wellen im freien Raum ist die Phase der Bewegung
von der der Schwingungsmaxima in der Rohre um eine Viertel-
Undulation verschieden.

37) Zu S.57. An dem geschlossenen Ende der Réhre
muss die Geschwindigkeitscomponente senkrecht zur Wand
verschwinden. Dieser Bedingung gentigt @ nicht; daher
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kann der angenommene Ausdruck (16%) fiir @ fir sich
allein nicht das Geschwindigkeitspotential der gesuchten Be-
wegung darstellen, wohl aber geniigt @ -~ I allen Bedingun-
gen, wo ¥ der Ausdruck (12%) ist. ILin weiterer Grund fiir
die Hinzuftigung von ¥ zu @ liegt darin, dass ohne jenes

L. dd . N
Zusatzglied —— an der Miindung stets verschwinden wiirde.

dx

37% Zu . 57. Der Phasenunterschied zwischen den er-
regenden und den erregten Wellen ist nicht, wie im Text
angegeben ist, eine Viertel-Undulation, sondern eine halbe.
Denn nach (16¢) ist z, — v = .

38) Zu S. 58. Behufs Anwendung der Gleichung (9¢)
brauehen die I'unctionen @ und ¥ nicht fir alle Punkto des
betrachteten Raumes bekannt zu sein. s geniigt, zu wissen,
dass @ und ¥ der Gleichung (3") geniigen, und dass an allen

» dib iy . d
festen Winden - und —— verschwinden, mit Ausnahme des
dn dn
i i d
geschlossenen Endes der Rohre (# ==-—/), wo zwar T 0
dz
TR i g
wird, T aber den gegebenen Werth ¢/ cos (27¢72¢) annimmt,
ax ¢
Nur fiir den Punkt 4 und fir 2 = —/ muss man die Form

von @ und ¥ kennen. Nun ist @ in der Nithe des Punktes
b gegeben :

cos k7
() — ——‘—Q cos (2 717”’:) )
7y
withrend @ in der Nihe von 2 = —/ die I'orm haben muss:

D = f cos k({4 z) cos (2nwnt 4 ¢),

wo jedoch f und ¢ nicht bekannt sind. Von ¥ weiss man,
dass es iherall, also auch im Punkte 4, die Form hat:

W =P cos 2ent—v,) 4+ P"sin 2unt — Tuls

dass ferner in der Nihe von 2z = —7 ¥’ und " dieselben
Werthe haben wie in (128).  Weiter ist zu beachten, dass
der Gleichung (9¢) die Annahme zu Grunde lag, dass nur ein
Flichenelement da eine gegebene Bewegung habe, dass aber
hier an Stelle dieses Flichenelements die ganze Endfliiche der
Rohre tritt, und dass daher iiber alle Elemente dieser Iliche
zu integriren ist. Da @ fiir alle Elemente denselben Werth
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hat, niimlich @, = f cos (22cnt -+ ¢), so reducirt sich das
Integral auf

o, / dw = D, Q.

Die Anwendung von (9¢) giebt unmittelbar die erste, resp.

die damit identische zweite Gleichung S. 59. —— Dass

VP + (P5)

proportional dem Factor A von (128) ist, gilt ohne Weiteres
fiir Punkte der Réhre im Bereich der ebenen Wellen, wie
auch nach (12") fiir Punkte des freien Raumes in grosserer
Entfernung von der Mindung. Dags diese Proportionalitiit
auch fiir Punkte in der Nihe der Réhrenmiindung gilt, ist
im Fritheren nicht bewiesen, kann jedoch aus der Continuitiit
der Bewegung geschlossen werden. — Die Geltung der Glei-
chung (15) folgt daraus, dass ¥ dieselbe Function ist, die
8. 53—56 betrachtet war, — Die Grosse f, auf deren Werth
aus (17%) geschlossen wird, stellt die Klongation im tiefercn
Ende der Rohre, also die Resonanz der letzteren dar.

S. 59 Z. 19 ist dag im Original fehlende Wort »reducirte«
cingeschaltet.

38Y Zu S.59. Zur Lrliuterung dience folgende Bemer-
kung. Um direct die fritheren FFormeln anwenden zu kiénnen,
fithre man zwei Coordinatensysteme ein, deren Anfangspunkte
in den beiden Mindungen liegen, und deren z-Axen ent-
gegengesetzte Richtungen haben, so dass, wenn / die Liinge
der Rohre ist, x, = — (2 1) wird. Der ténende Punkt
liege in dem Theil des Luftraums, in dem z positiv ist. Das
Geschwindigkeitspotential der durch diesen Punkt erregten
Bewegung ist fiir den Raum = >0 durch (16), fiir das Innere
der Roéhre dureh @ -~ P dargestellt, wo @ der Ausdruck
(164, ¥ der Ausdruck (12%) ist. Doch gelten jetzt nicht
mehr die Gleichungen (16*) und (16¢).

Im zweiten Theile des freien Raumes (2, "> 0) ist kein
tonender Punkt vorhanden. Das hier existirende Geschwin-
digkeitspotential (¥) und seine Fortsetzung () im Innern
der Rohre sind durch (12), resp. (12%) bestimmt, falls man
in diesen Ausdriicken z durch z; ersetzt und zugleich den
Constanten A, « andere Werthe A, «, beilegt. Die Be-
dingung der Aufgabe ist dann, da (%) dieselbe Bewegung
wie @ - ¥ darstellen soll, dass im Bereiche der ebenen
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l
Wellen, also etwa fir z =z, = — -,
w90 ﬂ:d(‘lﬁ)
&+ ¥ =¥, de  dz da

wird. Da diese Bedingungen fiir jodes ¢ erfiillt sein miissen,
0 ergeben sich vier Gleichungen zur Bestimmung von 4, «,
A,, «, aus den gogebenen Grissen G, 7, (S. 56).

39) Zu S. 60 und 61. Die Aufgabe, ¥ und ¥" in der
Nihe der Miindung fiir eine gegebene Rohrenform zu bestim-
men, kann man im Allgemeinen nicht 16sen. Daher beschrinkt
sich Helmholtz darauf, umgekehrt fir gewisse Werthe der
Potentialfunction, die so anzunehmen sind, dass alle friher
entwickelten Bedingungen erfiillt werden, die zugehorige Rih-
renform zu bestimmen. Iine solche mdgliche Annahme ist
dy”
dz

(12') ergieht sich aus der dritten Gleichung (11%), die fiir
beliehige L(wen des Punktes «, #, y im Aussenraum galt,
indem man dle%n Punkt in die Miindung fallen lisst. ann

= 0 fiir alle Punkte der Oeffnung.

sin %7, it

wird %7, sehr klein, T = = 1. Zugleich ist die Continui-
©7,

tit zwischen den Werthen, die " aussen und innen annimmt,

hergestellt.

Gleichung (18) ist mit der zweiten Gleichung (114) identisch.
(18) ist die Bedingung dafiir, dass die Functionen ¥ und ¥,
continuirlich in einander iibergehen. Die Nothwendigkeit d1e~
ser Bedingung ist in § 4, 8. 30—31, erdrtert.

40) Zu S. 62. Durch Einfﬁhrung von Polarcoordinaten
¢, w an Stelle von y, z geht der Ausdruck

/ d¥
o do 14*F

(/‘1/“3 dz* i 0 dg) g  dw?

iiber, und da ¥ von w unabhingig sein soll, so geht die
Gleichung S/ W; - 4*¥; = 0 in (18°) iiber.

Die Gleichung (19) enthilt im Original einen Druckfehler;
dort und in den »Wissenschaftl. Abhandlungen« steht filsch-
lich m? + &* statt m® — %2.

Man erhilt die Losung (19) von (18°%), indem man zuniichst
eine Particularlosung dieser Gleichung von der Form

d* o 1
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a) X.Y

sucht, wo X mnur von z, Y mnur von ¢ abhingt. Soll der
Ausdruck a) der Gleichung (18°) geniigen, so muss

9 = va 7
TR e LREE i
X da? Y ldo o do
sein, und das ist, da die linke Seite von @, die rechte aber
von z unabhingig ist, nur moglich, wenn jede der beiden
Seiten von b) gleich einer Constanten ist. Nennen wir letztere
m?, so wird also
d*X d*Y 1dY
c) —

= (m® — X \ ) ek Y e
(m* — )X, d) 7 5 W +m*Y =0.

da*

" , A,
Fir m =0 wird Y=1, X = —-sinkz + Bcoskz, fir

£
andre Werthe von m dagegen

> I 2Vmei—iE -
X = BeL®VmW'—F | Y= Uiy

Uiy ist die Bessel'sche Funetion mit dem Index 0 und dem
Argumente 720, also nach der iiblichen Bezeichnung

U(m()) = Jy(mg).

Soll di/engesuchte Particularlésung a) der Bedingung geniigen,
o1 £ 23 .
dass t an der Wand des Cylinders verschwindet, so muss

: dn
‘{ rU(mg)

fir ¢ = R, verschwinden; d. h. 7z ist der Bedingung

d
untefworfen, dass Ji(mR,)==0 ist. In der Theorie der
Bessel'schen Functionen wird gezeigt, dass die Gleichung
J§(2) = 0 unendlich viele reelle Wurzeln hat; die beiden
kleinsten derselben sind S. 63 Z. 2 angegeben. 2 kann daher
augser dem Werthe Null unendlich viel andre Werthe an-
nehmen, und man erhilt unendlich viele Particularlésungen
von der Form a); die Summe aller, jede mit einer willkiir-
lichen Constanten multiplicirt, giebt die allgemeine Lsung (19).

Aus dem Umstande, dass die Gleichung Jj(m R,) keine
imaginiren Wurzeln hat, folgt, dass die Constante, der beide
Seiten der Gleichung b) gleich zu setzen waren, positiv sein
mugs, also, wie oben geschehen, = m* gesetzt werden konnte.
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Die zweite particulive Liosung der Gleichung d) kommt
hier nicht in Betracht, da dieselbe fiir ¢ = 0 unendlich wird.
Aus demselben Grunde war auch fiiv 72 = 0 zu setzen Y =1,
nicht Y= A4 + Blogo.

41) Zu S.63. An Stelle von E,,Lc‘“V’“'J—/""’ miigste, streng
genommen, in (19)

’ ! 32 : N, o T
Ly, Poi— + Ligg e Bl ok

. : d
stehen; und damit fir 2 = —/{ die Bedingung S 0 er-

filllt werde, muss fiir jedes m
B e cm'ﬁlV}llg;Ang

sein. Falls nun /% und R, klein, / betriichtlich gross ist

)

dend klein, also £ nahe == 0,
) (D .
42) Zu S. 64. Dass ‘7/_1: fiir 9 == 2 und 2 =0 unend-

lich wird, erkennt man aus folgender Betrachtung: @ soll
der Differentialgleichung (15°) geniigen, ausserdem soll sowohl
an dor Rohrenwand (d. h. fir 9= £, 2 =0) als an der
dic Rohrensffuung uwschliessenden Bbene (d. h. fir 2 = 0,
d ’ : s
o _~ I) oy verschwinden.  Um diese Grenzbedingungen auf
dic moglichst einfache Form za bringen, fithren wir an Stelle
von z, ¢ neue Variabelo #, 9 ein:
z=pr8ind,; o=RK-+rcosd.
Dann  reduciren sich die Grenzbedingungen auf folgende:
d
d-9
Wir wollen ferner der infachheit halber zuniichst annehmen,
dass @ statt der Gleichung (18¢) der einfacheren Gleichung

20 d*w e

soll sowohl fiir & == 0 als fiir J =3 verschwinden.

S e e
) dx? s
geniigt, die, auf die Variabeln », ¢ transformirt, in
d
ar—— .
b) dr | A0 "
) r gee—— e, —— U
dr d-9*
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iibergeht. Jede iiberall endliche Losung dieser (Hleichung,

die zugleich den oben erwihnten Grenzbedingungen geniigt,
hat die Form:

¢) O = Aa«coss\)—{—chos' -}—Aﬂcos"‘)+

wo A, A,, 4,,... willkiirliche Constanten sind. Ierner w1rd
[ (D o) o
d I _da i o4 E2 dW cos I
Ao T dr dy r

= ‘_:;.Ar”‘u gin (19) — 4 .Al/rilf gin (§ ) — 0
und dieser Ausdruck wird, falls 9 >0, fiir » = 0 unendlich
wie 7% oder (o — Ry V.

Nun geniigt @ aber nicht der Gleichung (a), sondern der
Gleichung (18°) 8. 62. Iithren wir auch in dieser », < an
Stelle von z, ¢ ein, so lisst sich dasjenige particuliire Integral
der transformirten Gleichung, welches dem ersten Gliede von
c) entspricht, fiir kleine 7 in eine nach steigenden Potenzen
von 7 fortschreitende Reihe entwickeln von der Form:

d) @ = Ar% cos 39 4 f, (9 )+ oF £, (9) +

wo die f gewisse endliche, nur Cosinus der Vielfachen von
19 enthaltende Summen (Lustellen Durch passende Bestim-
mung der in den f enthaltenen Constanten kann man es er-
reichen, dags jeder der Summanden von @ den obigen Grenz-
bedingungen geniigt. Aus dem Ausdruck d) aber ergiebt sich

hingichtlich des Unendlichwerdens von f(é]%) dasselbe Resultat
wie aus c).

43) Zu S. 64 und 65. 7Zu den Entwickelungen S. 64 und
65 ist Folgendes zu bhemerken. Wie schon in Anmerkung 39)
(S. 110) gesagt ist, handelt os sich darum, passende Annah-
men iber die FFunctionen ¥’ und ¥” zu machen. Hingicht-
lich " ist das 8. 60/61 geschehen. Fiir die frither mit P’
bezeichnete Function, die jetzt im Innern der Rohre ¥, im
Aussenraume daweo‘en noch ¥’ genannt wird, ist diese Auf-
gabe moch zu losen. Die Annahme ¥;= @ wiirde den Be-
dingungen der Continuitiit (18%) nicht cfenuoren da letztere die
Erfilllung der Gleichung 8. 63 Z. 8 von unten bedingen wiir-
den; und dieser Gleichung gemiss die Coefficienten von @
zu bestimmen, ist micht moglich. Iis ist deshalb eine andre
Annahme zu machen, wobei zu beachten ist, dass der Werth

Ostwald’s Klassiker. 50. §
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A’ : . :
von Py erst zu hestimmen, die orm von ¢ und damit von
o

dm ’
 y abor gegehen ist. Als passende Annahme fiir ¥’ und
) O

W; ergeben sich die Ausdriicke (21¢) und (217), in denen

S

Y e il
i , Pp= ] — dw

"0 cos *l cos kr
/ st () :
. 7 .
gesotzt ist, wihrend ¢ den Werth (21%) hat, / aber mittelst
der Bedingung (21) zu bestimmen ist. Da fiir Punkte in der
Nithe der Oecffuung cos A7 == 1 ist und daher P, dort ein
einfaches Potential davstellt, so kommt die Bestimmung von
{ auf einc bekannte Aufgabe der Potentialtheorie hinaus, die
fiir den hier in Irage kommenden Fall des Kreises stots 15s-
bar ist (vgl. Heine, Handbuch der Kugelfunctionen, zweite
Auflage, Theil II, 8. 130). »

Dass ¥ und ¥; den Bedingungen (18%), (18°) und der
ersten Gloichung (18°) geniigen, bedarf keiner weiteren Kr-
liuterung. Dass auch der zweiten Gleichung (18¢) Geniige
goschicht, beruht auf der bekannten Wigenschaft des I'lichen-
potentials, nach der, falls = die Normale in einem Punkte
einer anziehenden IMliche ist, deren Potential mit V bezeich-

dVv

net werde, e X — 2wz fir kleine positive a wird,
ar

dagegen ((i = X - 2zr% fiir kleine negative #, wihrend
v
X die normale Anzichungscomponente fiir den Ifall darstellt,
dass 2 von vorne herein constant == 0 gesetzt ist; » bezeich-
net die Dichtigkeit im Punkte = = 0 (vgl. Heft 2 der Klag-
siker, 8. 24). Nun konnen in der Nihe der Réhrenmiindung
L; und P, als Potentiale der mit Masse von der Dichtigkeit
¢, resp. / belegten Oeffnung angesehen werden, und fiir diese
Potentiale ist X =0, da die anziehende Fliche in der Ebene

2 =0 liegt. Hs ist daher

: e d P ¢ dE ;

fiir kleine positive z: ——f = —2wu1, = 27,
dz dx
AP’

-——-:—-L',‘/'-— 4 ;
g o 27 (1 -+ 1)
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fiir kleine negative z:

(/A[)' 2 x (11)5 ’
7,’ = 21, T = “+ 2,

AP,  do ;
(-/T B + 270 (t—l) = —27(2--])
nach (21%).

44) Zu 8. 66. Im Vorhergehenden sind " und ¥; durch
O bestimmt. Von letzterer Function kennt man zwar die Form,
doch enthilt der Ausdruck fiix @ [(19), resp. (22)] unendlich
viele willkiirliche Constanten. Je nach Wahl derselben erhiilt
man verschiedene IFunctionen ¢, und fiir jede derselben lie-
fert die Bedingung (158Y) die IPorm des nichg cylindrischcn
Theiles der Rohrenwand. Die Bedingung (18%) sagt aus, dass
die Linie 7 in einer Fliche ¥, = Const. liegt. Da #n die
Normale der Rohrenwand bezeichnet, so bildet letatere eine
zu allen Wlichen #; = Const. senkrechie Rotationsfliche.
Gleichung (22*) ist die Differentialgleichung, aus der sich fiir
eine gogebeno Function ¥, die Stromungscurven, d. h. die zu
allen I'liichen ; = Const. senkrechten Curven, ergeben. Die
Rohrenwand selbst wird von solchen Curven gebildet.

Die einfachste Annahme iiber die in @ enthaltenen Con-
stanten ist die im Anfang des § 9 gemachte, dass alle Co-
efficienten /¢ verschwinden. Damit erhiilt man die einfachsten
Rohrenformen.

45) Zu S. 67. Is handelt sich hier um die Aufgabe,
eine gegehene Masse derart auf einer Kreisfliche zu verthei-
len, dass das Potential fiir alle Punkte des Kreises constant
ist. Die Losung dieser Aufgabe sowie der entsprechenden
fir eine Kllipse leitet man am ecinfachsten aus der Losung
der analogen Aufgabe fiir ein Ellipsoid ab. Bekannt ist (vgl.
Heft 19 der Klassiker, S. 83 {.), dass das Potential einer
unendlich diinnen, von zwei concentrischen, &hnlichen und #hn-
lich liegenden Ellipsoiden begrenzten homogenen Schale fiir alle
Punkte der Grenzfliche der Schale wie des inneren hohlen
Raumes einen constanten Werth hat, und zwar ist derselbe:

__ij i —
Via* 44 (0* 4 ) (¢ + o)
falls M die Masse der Schale, «, 4, ¢ die Halbaxen des Grenz-

ellipsoids bezeichnen. Zugleich erhiilt man das Potential der
Schale fiir #ussere Punkte z, y, z, wenn man als untere

]k
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Grenze des Integrals ¢ an Stelle von 0 setzt, wo = die positive
Wurzel der Gleichung
z y? 22

O NS TS % =1

i A e S F ¢
ist. Die Diehtigleit o in einem Punkie z, 7, = der Schale
ist der Dieke der Schale proportional und hat den Werth

M4

T dwabe’

falls mit 2 das vom Mittelpunkt auf die Tangentialebene des
Punktes =, 7, z gefillte Loth hezeichnet wird. Nun ist

| 2" - Vh i z>
N H1 et!
und da
z* Y- ot
e
« b* ?

ist, so geht der obige Ausdruck fiir 0 in folgenden iiber:

. M

0= - — -
dnbelV 1=t n? Lt 42
I/L./)CV e a ([)1 i—c‘)

Das Resultat gilt noech, wenn ¢ kleiner und kleiner und
schliesslich = 0 wird. Dann geht das Ellipsoid in eine El-
lipse mit den Halbaxen &, ¢ iiber. Masse von der Dichtigkeit
0 ist in diesem Grenzfall aber auf heiden Seiten der Ellipse
vertheilt. Falls man die beiderseits liegenden Massen zusam-
menfasst, wird daher die Dichtigkeit in einem Punkte der Il-
lipse

A
5 !

. 78
()l == ,‘l =
2rdel)/1 — L2

und ihr Potential ;

Noo)
V,=1M o :

o Vi 4 t) (* 1)
Geht die Ellipse in einen Kreis iiber, so wird b = ¢ = R,
und wenn man noch y* - z* == o* getat, so erhilt man

ol e

v
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g M
d, = o e
20 RV R — 0*
PR dt M
V=i — =
b /o (R24-HVe B 2

Aug beiden Gleichungen folgt:

0, == T
VT ey e !
VR — ¢?
und fiir V, = } B, 0, =/ ergeben sich die Formeln des

Textes.
Will man umgekehrt zeigen, dagg fiir die Dichtigkeit

wo m eine gegebene Constante, das Potential des Kreises in
allen Punkten des letzteren denselben Werth hat, so wird man
am besten Polarcoordinaten einfithren, deren Pol der ange-
zogene Punkt ist.

Iiir dussere Punkte wird das Potential des Kreises

; o it M Vi
Vi=4tM s v S5 punly (~——-)
e -/, B ave RO\

wo ¢ die positive Wurzel der Gleichung |

0* o
R '1:+ o ;
ist.

46) Zu S.68. Ist R;: R endlich, so ist nach 8. 45 B
von der Ordnung Ae, daher tang Zo und mithin aueh /o
gelbst von der Ordnung /Ae.

47) Zu S.68. Mit den Worten: »Die Bedeutung der
Function y setzen wir durch folgende Gleichung fest« ist
Folgendes gemeint. Die Function y ist durch die partielle
Differentialgleichung (22*) bestimmt. Die allgemeine Lisung
derselben enthilt eine willkiirliche Funetion, und iiber diese
wird, indem man fiir ¢y den Ausdruek (24) nimmt, eine Fest-
setzung getroffen. Dass der Ausdruck (24) der Gleichung
(224 geniigt, wird hinterher gezeigt.
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Dasg unter dem Integralzeichen z cinen constanten Werth
behiilt, heisst nur: bei der Ausfithrung der Integration ist
als von ¢ unabhiingig anzusehen.

48) Zu S.70. An Stelle der Worte: »die neue Masse«
steht im Original: »die neue Dichtigkeite.

Dass die Potentialfunction /% eines Kreises durch die Ab-
leitung der Potentialfunction 7~ eines nach einer Seite sich
ins Unendliche erstreckenden Cylinders ersetzt werden kannm,

dw .
erkennt mau so: Um dw "0 bilden, muss man den ange-
zogonen Punkt in der Richtung » um 4z verschieben. Statt
dessen kann man die Lage jenes Punktes unverindert lassen
und den Cylinder in dor entgegengesetzten Richtung um Az
verschiehen, also mach der Seite der negativen z, wenn 4z
positiv ist. Die Differenz der Potentiale des Cylinders in
beiden Lagen, dividirt durch 4z, ist das Potential der Kreis-

’ . : , AW ’
geheibe. — Ihenso kann hei der Bildung von T an Stelle

der Verschiehung des angezogenen Punktes in der Richtung
-} 4 eine solehe des Cylinders in der Riehtung -—y treten.
Die Differenz der Massen des Cylinders in beiden Lagen kann
als eine die Oberfliche des Cylinders mit der Dichtigkeit
— ljjz cos w bedeckende Schicht angeschen werden, wenn — T
die constante Dichtigkeit des Cylinders ist. — o ist hier un-
zweckmiigsiger Weise in doppelter Bedeutung gebraucht, ein-
mal zur Bestimmung der Lage des angezogenen Punktes,
nachher zur Bestimmung eines Punktes der Masse.

Uchrigens ist zu beachten, dass zwar JJ” selbst unendlich
gross wird, seine Ableitungen aber endliche Werthe haben.

Die Gleichung

dw

R
. dz

2

ergiebt sich auch leicht dureh directe Rechnung. Sind nim-
lich @, 7, v die cylindrischen Coordinaten eines Punktes des
Cylinders, 2, o, 0 die des angezogenen Punktes, und setzt man
zur Abkiirzung

(2 — a)* + (0 — 7 co8 w)? - 72 sin® @ = ¢*, —

80 ist
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Ny 27
W = ()f (la/ 7'(17'/ {19.
0 J 0 C

Da
1 1
d— d —
C 14
de da’

P on i
30 kann man in —,— die Integration nach « ausfihren, und
dx

dag iibrig bleibende Doppelintegral stellt /2; dar.
Ferner ist:

L 1 1
d— Vi d—
€ __reosw—g e | sinw e
—== = = — 08— + —
do ¢ r dw
. AW . : .
Setzt man dies in den Ausdruck fiir -y und integrirt theil-
( Q
weigse nach 7, resp. nach w, so heben sich die dreifachen In-
P dw
tegrale fort, und man erhilt fir 3, = — - den  Aus-
o

druck (26).

49) Zu S.71. Der Uebergang von (26) zu (26%) erfordert
eine liingere Rechnung, deren Ausfithrung Anfiingern Schwie-
rigkeiten bereiten diirfte, und die deshalb hier Platz finden
mag.

Zur Abkiirzung werde

R+ o*—2Rgcosw = A*

gesetzt. I'tihrt man zuerst die Integration nach « zwisehen
dcu Grenzen 0 und /7 aus, wo /4 von o unabhiingig, sonst
beliebig ist, so ergiebt sich:

Al da
5 vm
—log[h—z + V{h—a)* + 23] — log [—2 + Va? o 4%)

= log (/I—"L) 4 10};‘| ok Vm.l

— log ‘»—« @ 4 Vat + 23).
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Ferner ist fiir jedes /:
o
f log (fh—2) cos wdw == 0.
0

Liisst man nunmehr /4 == oo werden, so verschwindet bei der
Integration nach  auch das niichste Glied. s bleibt:

AR 2271

4ot o

&= log [— 2 4 Va¥ + 23 Jeos wdw

woraus durch theilweise Integration

AR?*o /'2” sin®* wd w
v Va2 [—z+ Va4 2
AR s/ sm“‘ 0] dw % /'”z sin® w clw}
27 /o }le/x'l—i—-lﬂ

i 47 «

folgt. Weiter ist

sin®
~7
__cosw R* 4+ 0*  (R*— %> 1
T 2Re T AR AR R 9*—2Rgcosw’
daher
I R 71 2 22
/ sin ,(id“ ", /10 ; s]gz’. S - (R ) ghi
Jo A 4 *p* [ V(R? + 0%)* — 4 R*o?

Da die Quadratwurzel den positiven Wurzelwerth bezeichnet,
50 ist

VT ot 2 o

sin*wdw 76 oo e

/ ———— = — fiir ¢ > R,

J A? 2 0* ’

)1)2 tiv 22 > 03
und man erkennt, dass der erste Theil von y, gleich der im
Text mit — ¢ bczelchueten Grogse ist.
Im zweiten Theile von y, wende man dieselbe Partial-
in2
sin? w .
bruchzerlegung fiir 78 e, wie oben, setze dann
v
W= —2u,
80 erhiilt man:
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T — ARz /"‘-”” du i

. C =

- 22 Va? + (R4 00 V1—u*sin*u

{ R A-g* | (B —p*P 1 |
‘_ws““—k—)b’g 2Ro ([\’,—l—g)”l~—4/€£)sin'3u§ g

oo AL .
Driickt man das Verhiiltnigg 'y durch %, sin 9 aus und be-
achtet, dass, da 2 negativ, cos J aber positiv ist,

— %, 08 I (L2 )
%

X =

wird, so ergiebt sich:

1 .
AR %, 608 2 gin® udu
%o e = ——ﬁTf e —
V1 22 sin* 970 V1—uisin®u
. a1y 9 R T T L
%, 8in 9 2T 2 gin 9 cos O V1 — %2 sin® & sin® wdu )

TR e Y - 8 00 8 T V] o ah aint g
L—aisin®dJo 1 — (1 — %2 sin* &) sin® w] V1 — »?* sin® u,s

| O
Das erste der Integrale rechts hat den Werth ;é(IL—E),

das zweite nach Legendre (Traité des fonctions ellipt. T. I,
Chap. XXIII, 5. 1'38 vgl. auch nneper, Elliptische Fune-
tionen, 2. Auflage, S 46) den Werth

L 4 (B — B By K

und somit geht die letzte Formel fiir y, unmittelbar in die
(yleichung (26%) des Textes iiber.
Uebrigens nimmt dag zweite Integral, wenn man

et S . . > 3 e i .
]/l — %% gin* 9 == « sinam (¢¢ 4+ K — ¢ K'), sin = sinam »

setzt, die Jucobi ‘sche Normalform des vollen elliptischen In-
teglals dritter Gattung an, und die Anwendung bekannter
Formeln der elliptischen Functionen ergieht ebenfa,lls den vor-
her angefithrien Werth.

50) Zw S. 72. Nach der am Schluss von Anmerkung 45)
(S. 117) angefithrten Formel wird P}, das an dem Kreise 72
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&

den constanten Werth B annimmt, fiir Punkte ausserhalb
des Kreises

; M i
P, = = arctg ( _) :
R " \ye
Ferner ist 3
BR
W )l.’
A
und #, die pogitive Wurzel der Gleichung
z 0*
== o s~ ] l
T a R )
ist nach der hier eingefiihrten Bezeiehmung = £2*s*, also
, B 1
P, = — arctg (~) .
VA &

Iir das Folgende ist zu beachten, dass eine Stromungs-
curve sowohl (nach S. 66) dureh @y, = Const. dargestellt
wird, als auch durch g¢==Const., da auch die Curven w = Const.
auf den Flichen gleichen Potentials senkrecht stehen. Beim
Fortschreiten auf einer Stromungscurve indert sich allein «;
da @y, sich nicht dndert, so ist ¢y, von s unabhingig, hat
also fiir beliebige s denselben Werth wie fiir s = 0; d. h. in

o)
dem Ausdruck fiir %, kann man iy durch seinen Werth an

dz

3 " dP 5
der Rohrenmiindung, d. i. durch —7—’ ersetzen; natiirlich muss
dx

man gleichzeitig auch in ¢ s == 0 setzen. — Der Werth von
(l]')[ i " .

o s ergiebt sich auch ohne jede Rechnung aus dem bekann-
ten, gchon in Anmerkung 43) benutzten Satze der Potential-
theorie. Nach demselhen ist auf der Seite der negativen z:
tl,_[:)l 3 -

T 27, und 7 ist aus (23°) bekannt.

Was die Vorzeichen betrifft, so ist s stets positiv zu
nchmen, da oben V7 den positiven Wurzelwerth hezeichnete.
In Folge dessen muss y das Vorzeichen von z erhalten, und
da es sich um negative x handelt, ist x negativ zu neh-
men. Im Original hat, abweichend von dieser Festsetzung,
e iiberall das positive Zeichen. Aus dem oben angefiihrten
Grunde war eine Aenderung des Zeichens erforderlich.
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51) Zu S.72. Der folgende Ausdruck fiiy — w ergiebt
gich nicht aus dem Niherungswerthe Z. 13, sondern aus dem
genauen Werthe von g. Um letzteren zu erhalten, eliminire
man s aus den beiden letzten Gleichungen 8. 71, so fol}rt;

BV ERSEE - L

p\

o . 0 1 — % sm I
I) =, und == :
L L 1 + %, sin &
Dags hier
- R — 0
%, 8in 9 =
: 3 —{— 0

gesetzt wird, vluicho-iiltig, ob 72 oder p das Grissere ist, wider-
spl‘lcht der Seito 7 getroffenen Festsetzung,  Will man mit
dieser Iegstsetzung in Uebereinstimmung blmb(,n (und das ist
weiterhin 8. 73 eriordmhch), 80 muss man in der Formel fiir
— u (itber das Vorzeichen vgl. die vorhergehende Anmerkung)
= sin g an Stelle von sin 9 setzen; und es gilt das Zeichen
- fiir B> o, dagegen das Zeichen — fiir o > R.

Die Formel Z. 5 v. u. enthilt im Original einen Druck-
fehler.

Die letzte Gleichung 5. 72 ergiebt sich folgendermaassen.
Da die durch die Gleichung

(a)  o(xo -+ %, —%n) = Const
dargestellte F'liiche durch den Rand der Oefinung gehen soll,
g0 miissen die Werthe z==0, o= R der Gleichung (a) ge-
niigen.  Demnach ist Const. der Werth, den die linke Seite
von (a) fir ==0, ¢ == R annimmt; d. h. es ist

: (D (U“;z- (/1
Const ——:/0 (}/;;;:' £ = Pt o )Q(/o.

Nun ist nach (21 und (217)

d W : {/I)L (17]),__112[;!'__‘([1[‘;’

dr Cdz dx . dz T dz
also i
BT ' rdip!
Const '/ e U(/r) — / dw
Jo dz Qevd  dz v !
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wenn o ein Flichenelement der Oecffnung bezeichnet, und
nach (22%) 8. 67 ist

L pdw’
2d  da

52) Zu S.73. Hinsichtlich der Ableitung der Niherungs-
formel ist Folgendes zu heachten.

a) In derselben ist ¢ > R angenommen (der Grund
dafiiv wird sich weiterhin ergeben). Iis ist deshalb (vgl.
vorige Anmerkung) in der Formel fiir w S. 72 — sin 9 an
Stelle von sin <) zu setzen; denn da in 7, die Festsetzung
getroffen ist, dass sin <9 immer positiv zu nehmen sei, muss
nothwendigerweise diese Iestsetzung auch bei g, getroffen
werden. Durch Entwickelung nach Potenzen von sin 4 folgt

dw = ;,A]’f .

dann:
V 2%, V I — sin 9
—p =
: 1%, 1 — %, sin
2% L=ty
==V~ Ll — ——~gin 9 — § sin® ¢
14 =%, 2
falls man schon — }x, sin* 9 + 3% sin* ¥ in der Klammer
vernachliissigt. Da ferner fiir /2 == £, nach 5. 68
B=—luRkd
wird, so erhilt man:
A R?
- Qx// e 4
A R? 1 —_— 1—x . %, sin? 9
= j : "*‘_';,_;;4‘."1/2%,‘_ “‘.';‘.I”/.,Slll 9 — ! =) *
1 Vidx,| Vaz, 1Y 2%,

b) Entwickelt man in den Integralen I, Iy (8. 71)

. s [ s
die Quadmtwur'/el und bedenkt, dass sin @ < sin ', 80 ist
schon % sin® w gegen | zu vornachhxs&gen. s wird dmnmch

_I’t) == _Z/l) = J )

und fiir 9 kann mwan bei der vorliegenden Niherung sin 9
setzen , fiir cos & aber | — 1 gin* 9. Endlich ist fiir ¢ zu
4 P
setzen e S0 ergiebt sich:
¢
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ARo (2
oy, = i, A L:’-(l E) (1 — 1 sin* 9
= e
. atl AR
— %, 8in 9 [Low — I sin 9| —
2 f 4
¢) Setzt man die vorstehenden Ausdriicke nebst
0%y = } Ao*
in (27") ein, setzt ferner R, = R, dividirt durch | A R?
und beachtet, dass bei der vorliegenden Niherung
0 ¢’

5 = 1 4 2%, sin 9, = I - 4%, sin 9

wird, so ergiebt sich die letzte Tormel S. 73. Dieselbe ent-
hilt iibrigens im Original einen Druckfehler. Dort steht in

2%, 2
der letzten Klammer filsehlich T;' (I — I7) statt o (I— 1),
Vi

d) Wiirde man statt ¢ ~> R die Annahme o < R zu
Grunde legen, so wiirde man ganz dieselbe NLhelungsfmmol
cerhalten, nur dass der zweite, mit %, sin 9 multiplicirte Sum-
mand das entgegengesetzte Vorzeichen hiitte.

Nun giebt die numerische Rechnung mittelst der Niihe-
rungsformel fiir alle %, einen positiven Werth von sin ¢ nur
unter der ersten Annahme ¢ ~> R; mithin ist, da sin 9 stets
positiv genommen werden soll, allein die erste Annahme ¢ ~> R
zutreffend.

Legendre's Tafeln der elliptischen Integrale finden sich
in des%en »Traité des fonctions elliptiques«, T. IL

2% Zu S.73 und 7T4. Die erste Formel S. 74 enthilt
im Original einen Fehler, indem dort im Nenner 1 -}~ %, sin 9
gtatt 1 — =, sin 9 steht. Die falsche Formel ist auch der
folgenden numerischen Rechnung zu Grunde gelegt. DBei An-
wendung der richtigen Formel wiirden alle Zahlen der Co-

)

lumne ¢ ; L ein wenig grosser ausfallen, doch nicht erheb-
lich. — In der Ueberschrift der letzten Columne fehlt im Ori-
nmal das Zeichen —.

53) Zu S. 74. Im Onofmal lautet die letzte IFormel S.

0 — ]L 2R —2a — R b
s e e} =y —
o ST \9R 4= lt e
Dass die letztere Formel richtig ist, erkennt man aus Fol-
gendem. In grosserer Kntfernung von der Scheibe ist 2* sehr
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gross gegen I2* und ¢*, daher % sehr klein. Nun erhiilt man
fiir kleine z durch Entwickelung nach Potenzen dieser Grosse:

E_B_ [ itods__ x4 ey gpato,

Vl — %3 3111‘ w 4

ij ey + 7:/")‘ >}— ']32'18‘%'1 -—I—- 6y

Setzt man diese Ausdriicke in die letzte Gleichung S. 73,

nachdem man durch %, dividirt hat, so erkennt man, dass

sin 9 von der Ordnung »' ist. Man "kann daher sin® ) ver-

nachlissigen und in dom Factor von sin ¢ die mit »* multi-

plicirten gegen die von % freien Glieder. Dann ergiebt sich:
PyL |

% : %2\ 2
( | e i 1 . * N ’._‘—-‘ " ¥
0 l)s—{—sm y S d. h. sin 9 (32)

Mit derselben Niherung wird
i SRR o o g
BT MEl e T T8
mithin
Q=== R R »
R, g
54) Zu S. 74 und 75. Die erste Formel S. 75 leitet man
folgendermaassen ab. Tiir sehr kleine Werthe von x, ist

4
B, oo (,)

(vgl. L('gemhc Traité des fonetions elliptiques, I, Chap. XIX,
Durége, Theorie der elhptxschen l“unctwnen, § )0) Ferner
wird

l’ —e— I

Demnach erhiilt man, wenn man alle Potenzen von %,, die hoéher
als die erste sind, vemaohla%lgt folgende Niherungswerthe:

st f/ cos J[log (—I)~— IJ
s 1 %

0% =
AR?
— %, sin I [Lw — JJ[——4 ~
A R? D b o R PV N SR S
i ko e 2%,(1 — sin &)

1
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[vgl. Anmerkung 52)]. Die Substitution dieser Ausdriicke in
('27"), in der R, = I zu sotzen ist, giebt nach Division
Lig,

Vs

' 4 i .o [ ,
%, €08 [log (y’) — 1 I — %, sin J (2, — ,,.)

——y—r—Z}V’ l/l—qm_'n‘)—l— (Q —1‘/)x0.

durch

IFerner ist bei der vorliegenden Niherung

]l 0 In) A
V2x, = V2%, = -— - = 4%, sin 4

0 Vi 0
zu setzen. Nach Substitution dieser Werthe und Division durch
%, 08 O geht die letzte Gleichung unmittelbar in die erste
Gleichung 8. 75 iiber.

Die Formel Z. 6 folgt so: Durch Division der beiden ersten
Gleichungen 5. 74 erhiilt man

g 3 % o

=g tang =3 VY —Vx.

%y
Ferner ist
"l/7 V’ V]a 0

ap Tl e e

. [/x“ (R — 0)*
wiihrend V% sehr nmahe = 1, Rg sehr nahe — Z* ist. —
Dass # gegen ¢ — [ sehr klein ist, folgt aus der vorstehen-

(e

den Formel fiir gjg—;, da in derselben » nahe = 1, & naho

= Y ist.

o R
55) Zu S. 70. = st in der ganzen Oberfliche = 0
dn )

ausser in den Oeffnungen, wo es endliche, von % unabhiingige
: AP .
Werthe hat. Daher ist 42 oy fiir £ = 0 auch in den Oeff-

d : A
nungen == 0, “% yerschwindet mithin an der ganzen Ober-

dn
fliche. Dags im ganzen Innenraume y == Const. ist, folgt aus
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dem Green’schen Satze, demselben, der S. 77 auf die Fune-
tion ¥ angewandt wird [vgl. Heft 61 der Klassiker, S. 121,
Anm. 9)]. — Das fiir den Fall £ =0 Gesagte soll nur .;,ls
Vorberoitung fir das folgende Resultat dienen.

55% Zu S. 77. Multlpllcut man Glelchuu«f (28) mit &2 -
80 1‘3t die linke Seite von der Ordnung &*n*; daq .elste Glied
rechts ist von niedrigerer Ordnung. Im zweiten Gliede rechts
ist f/"dw von der Ordnung 1, da “ nicht nur in den Oeff-
nungen, sondern an der ganzen Wand von Null verschieden
sein kann. Das zweite (lied awechts wird also von der Ord-
nung &*%*r ¥, und damit ¢*% endlich werde, muss 4*» von
derselben Ordnung sein wie &*p*. .

Zu Gleichung (28") ist zu bemerken: Da & 2P'0 c‘ndlich
ist das Raumintegral rechts von der Ordnung —L(—;~ 2”7—'8’
falls /8" das Volumen von /& ist. .S ist aber von der Ordnung
7%, also jenes Integral von der Ordnung 1] 72, withrend d.w
Flichenintegral rechts von der Ordnung #* ist.

55Y) /u 8. 78, Da ¥ ein (xeschwmdlgkutspotential dar-

s s s

stellt, sind (—]l i{) fl‘r_
dz

s

die Geschwindigkeitscomponenten
dz’ dy
di
parallel den Axen. Andererseits ist —— T die ganze Geschwin-

digkeit, da die Componenten senkrecht zu 7 verschwinden.
Folglich ist

A !/ dP\? dP\? ((/‘I'f)‘*’
In = (/z) 2 (77) e
und
: /?)‘
T dn=d.
p

56) Zu 5. 79. Ist dn eine unendlich kleine Linge auf
dbl inneren Normale eines Punktes £ der Oberfliche, so ist
— dr die Projection von dn auf », da r nach aussen W(ichst.

dr : ;
Also ist 7 a der Cosinus des spitzen Winkels zwischen 7

L 7%
P : . .
und der Normale; und — ist der Cosinus des gleichen Win-
pe

kels. § bezeichnet das Volumen des Raumes 5.
Wag den constanten Werth ¢ betrifft, so ist zu beachten,
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dass die in (25°) mit ¥ bezeichnete Function, da sie der Gleichung
VW - 5P = 0 geniigt, dieselhe Function ist, die friiher
mit ¥’ bezeichnet war. Daraus folgt, dass, wenn die jotzt
mit ¥ bezeichnete Munction innerhalb S den constanten Werth
' hat, die friihere I'unction ¥ (und um diese handelt es sich
weiterhin) den Werth € cos (27znt) besitzt.

57) Zu S.79. ls ist

H cos kx cos 2wnt

= L H co8 (kz -+ 2nwnt) - LI cos (— ka - 2nt) .
Der erste Summand rechts stellt einen Zug von Wellen dar,
die parallel der negativen, der zweite Summand von Wellen,
die parallel der positiven z-Axe fortschreiten. Dass der zweite
Zug durch Reflexion des ersten an der yz-Ibene entstanden
ist, folgt daraus, dass die Ableitung des ganzen Ausdrucks
nach 2 fiir 2 = 0 verschwindet.

Dag Integral in (29), in dem 7 die Entfernung cines diusse-
ren Punktes von cinem Punkte der Oeffnung bezeichnet,
das Potential von Wellen, die von der Oeffnung ausgehen.

58) Zu S. 80. Die Seite 80 behandelte Aufgabe ist fol-
gende. Iiir das Innere des Hohlraums soll eine Funetion Y’
gesucht werden, die dort mit ihren Ableitungen endlich ist,
der Gleichung (%") goniigt und die ngcnsclmtt hat, dass %1011
in der Ocffnung 1111'e Werthe und die ihrer Ableltung nach x
continuirlich an die entsprechenden Werthe der durch (29)
definirten, fiir den Aussenraum geltenden Function ¥ an-
schliessen.  Augserdem soll die gesucllte Funetion in weiterer
Entfernung von der Oefinung = €' cos (2 /xnt) werden. Usbher
it sowie iiber die Comstanten /1, J in (29) kann man dabei
noch passend verfiigen. — (29¢) geniigt diesen Bedingungen.
Die beim Beweise benutsten Gleichungen (29*) und (299) er-
geben sich daraus, dass nach § 4 //LLOSL(}:- 7) do dieselben
Discontinuitiiten wie ein Potential besitzt, dass also die Ab-
leitung dieses Integrals nach = an der positiven Seite der
Ocffnung den Werth — 272/, an der negativen Seite aber
den Werth ~+ 27/ annimmt, wihrend die Ableitungen der
iibrigen Glieder von (29) nach z in der Oeffnung verschwinden.
In den Theilen der yz-KEhene, welche der Oeffuung nicht an-
gehoren, verschwindet die Ableitung des vorstehenden Inte-
grals und damit die Ableitung der Function (29¢) nach a;

Ostwald’s Klassiker. 50, 9



130 Anmerkungen.
D

d¥ . . .
= 0. IMir die nicht ehenen Theile der

d. h. dort ist
on

Wand aber verschwindet das Integral in (29¢) gegen (.
59) Zu S. §1. In Gleichung (289) ist » die innere Nor-
male, die in der Oeffnung die Richtung der negativen z-Axe

a¥ _d i -
hat.  Daher ist = ; und da, wie sehon oben [An-
dn — dz

merkung 56)] bemerkt ist, in (25°) ¥ nicht das ganze Geschwin-
digkeitspotential hezeichnet, sondern nur den von der Zeit unah-
a®P
dx

In weiterer Entfernung von der Oeffnung verschwindet im
Auggenraume das Integral in (28). Dort ist daher VI g0
dem Maximum der Verdichtung proportional; im Hohlraum
ist in weiterer Entfernung von der Oeffnung die Maximalver-
dichtung proportional . Daher wird die Resonanz des Hohl-
raums durch das Verhiltniss C':V7/* 4 .J® gemessen. Bei
del Ermittelung  der stiirksten Resonanz wird die Grisse
& & M* gogen 1 vernachliissigt.

Betrefts des Werthes von M fiir kreisformige Oeffnungen
gl. Anmerkung 45). Da M die zum Potentialwerth 1 ge-
horige Masse bezeichnet, so ist 1 = JILI/;

60) Zw S. 84. Nach Anmerkung 45) ergiebt sich der
Werth von M fir eine Ellipse mit der Axe 4 und ¢ aus der
Gleichung

hiingigen I"actor desselben, so ist nach (299) — = 2mh .

/ (/ t )
Vil + 9@+ 1)
Ist

0 geht die vorstehende Gleichung durch die Substitution
Vi = R cotg w
in folgende iiber

e M A d tu_‘* =B M K.
B V- sin® 0 R §
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U

a8y ————— > 1 ist, lisst sich folgendermaassen bewei-
ass 4
2K Ve,
sen. Wie eine leichte Rechnung lehrt, ist fiir 0 <7 o < Ja:
| — & sin* w > (cos* w - &, sin® 0)*
daher
|
Y1 — &sin®w cos® 0 -+ &, sin* '’
also ) ;
w47 w oy ol
"‘—'—.._.:_—._—___._‘ / / b i LY )
Jo Vi—e&sinfo Jo cos' w4 g sin* o
d. h.
= 7C |
K< 5
2 Ve,

61) Zu S.85. Die Formel Z. 6 enthilt im Original einen
Druckfehler.
62) Zw S. 85. Auch (31*) ist im Original nicht ganz

’ VAR
viehtig. Dort lautet rechts der zweite Summand :)—‘— gtatt

k* S\ B
(iﬁ)'
alle a. S., October 1896.
A. Wangerin.

o
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