









































































































































































































































































































































110 Anmerkungen,

l
Wellen, also etwa fir z =z, = — -,
w90 ﬂ:d(‘lﬁ)
&+ ¥ =¥, de  dz da

wird. Da diese Bedingungen fiir jodes ¢ erfiillt sein miissen,
0 ergeben sich vier Gleichungen zur Bestimmung von 4, «,
A,, «, aus den gogebenen Grissen G, 7, (S. 56).

39) Zu S. 60 und 61. Die Aufgabe, ¥ und ¥" in der
Nihe der Miindung fiir eine gegebene Rohrenform zu bestim-
men, kann man im Allgemeinen nicht 16sen. Daher beschrinkt
sich Helmholtz darauf, umgekehrt fir gewisse Werthe der
Potentialfunction, die so anzunehmen sind, dass alle friher
entwickelten Bedingungen erfiillt werden, die zugehorige Rih-
renform zu bestimmen. Iine solche mdgliche Annahme ist
dy”
dz

(12') ergieht sich aus der dritten Gleichung (11%), die fiir
beliehige L(wen des Punktes «, #, y im Aussenraum galt,
indem man dle%n Punkt in die Miindung fallen lisst. ann

= 0 fiir alle Punkte der Oeffnung.

sin %7, it

wird %7, sehr klein, T = = 1. Zugleich ist die Continui-
©7,

tit zwischen den Werthen, die " aussen und innen annimmt,

hergestellt.

Gleichung (18) ist mit der zweiten Gleichung (114) identisch.
(18) ist die Bedingung dafiir, dass die Functionen ¥ und ¥,
continuirlich in einander iibergehen. Die Nothwendigkeit d1e~
ser Bedingung ist in § 4, 8. 30—31, erdrtert.

40) Zu S. 62. Durch Einfﬁhrung von Polarcoordinaten
¢, w an Stelle von y, z geht der Ausdruck

/ d¥
o do 14*F

(/‘1/“3 dz* i 0 dg) g  dw?

iiber, und da ¥ von w unabhingig sein soll, so geht die
Gleichung S/ W; - 4*¥; = 0 in (18°) iiber.

Die Gleichung (19) enthilt im Original einen Druckfehler;
dort und in den »Wissenschaftl. Abhandlungen« steht filsch-
lich m? + &* statt m® — %2.

Man erhilt die Losung (19) von (18°%), indem man zuniichst
eine Particularlosung dieser Gleichung von der Form

d* o 1
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a) X.Y

sucht, wo X mnur von z, Y mnur von ¢ abhingt. Soll der
Ausdruck a) der Gleichung (18°) geniigen, so muss

9 = va 7
TR e LREE i
X da? Y ldo o do
sein, und das ist, da die linke Seite von @, die rechte aber
von z unabhingig ist, nur moglich, wenn jede der beiden
Seiten von b) gleich einer Constanten ist. Nennen wir letztere
m?, so wird also
d*X d*Y 1dY
c) —

= (m® — X \ ) ek Y e
(m* — )X, d) 7 5 W +m*Y =0.

da*

" , A,
Fir m =0 wird Y=1, X = —-sinkz + Bcoskz, fir

£
andre Werthe von m dagegen

> I 2Vmei—iE -
X = BeL®VmW'—F | Y= Uiy

Uiy ist die Bessel'sche Funetion mit dem Index 0 und dem
Argumente 720, also nach der iiblichen Bezeichnung

U(m()) = Jy(mg).

Soll di/engesuchte Particularlésung a) der Bedingung geniigen,
o1 £ 23 .
dass t an der Wand des Cylinders verschwindet, so muss

: dn
‘{ rU(mg)

fir ¢ = R, verschwinden; d. h. 7z ist der Bedingung

d
untefworfen, dass Ji(mR,)==0 ist. In der Theorie der
Bessel'schen Functionen wird gezeigt, dass die Gleichung
J§(2) = 0 unendlich viele reelle Wurzeln hat; die beiden
kleinsten derselben sind S. 63 Z. 2 angegeben. 2 kann daher
augser dem Werthe Null unendlich viel andre Werthe an-
nehmen, und man erhilt unendlich viele Particularlésungen
von der Form a); die Summe aller, jede mit einer willkiir-
lichen Constanten multiplicirt, giebt die allgemeine Lsung (19).

Aus dem Umstande, dass die Gleichung Jj(m R,) keine
imaginiren Wurzeln hat, folgt, dass die Constante, der beide
Seiten der Gleichung b) gleich zu setzen waren, positiv sein
mugs, also, wie oben geschehen, = m* gesetzt werden konnte.
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Die zweite particulive Liosung der Gleichung d) kommt
hier nicht in Betracht, da dieselbe fiir ¢ = 0 unendlich wird.
Aus demselben Grunde war auch fiiv 72 = 0 zu setzen Y =1,
nicht Y= A4 + Blogo.

41) Zu S.63. An Stelle von E,,Lc‘“V’“'J—/""’ miigste, streng
genommen, in (19)

’ ! 32 : N, o T
Ly, Poi— + Ligg e Bl ok

. : d
stehen; und damit fir 2 = —/{ die Bedingung S 0 er-

filllt werde, muss fiir jedes m
B e cm'ﬁlV}llg;Ang

sein. Falls nun /% und R, klein, / betriichtlich gross ist

)

dend klein, also £ nahe == 0,
) (D .
42) Zu S. 64. Dass ‘7/_1: fiir 9 == 2 und 2 =0 unend-

lich wird, erkennt man aus folgender Betrachtung: @ soll
der Differentialgleichung (15°) geniigen, ausserdem soll sowohl
an dor Rohrenwand (d. h. fir 9= £, 2 =0) als an der
dic Rohrensffuung uwschliessenden Bbene (d. h. fir 2 = 0,
d ’ : s
o _~ I) oy verschwinden.  Um diese Grenzbedingungen auf
dic moglichst einfache Form za bringen, fithren wir an Stelle
von z, ¢ neue Variabelo #, 9 ein:
z=pr8ind,; o=RK-+rcosd.
Dann  reduciren sich die Grenzbedingungen auf folgende:
d
d-9
Wir wollen ferner der infachheit halber zuniichst annehmen,
dass @ statt der Gleichung (18¢) der einfacheren Gleichung

20 d*w e

soll sowohl fiir & == 0 als fiir J =3 verschwinden.

S e e
) dx? s
geniigt, die, auf die Variabeln », ¢ transformirt, in
d
ar—— .
b) dr | A0 "
) r gee—— e, —— U
dr d-9*
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iibergeht. Jede iiberall endliche Losung dieser (Hleichung,

die zugleich den oben erwihnten Grenzbedingungen geniigt,
hat die Form:

¢) O = Aa«coss\)—{—chos' -}—Aﬂcos"‘)+

wo A, A,, 4,,... willkiirliche Constanten sind. Ierner w1rd
[ (D o) o
d I _da i o4 E2 dW cos I
Ao T dr dy r

= ‘_:;.Ar”‘u gin (19) — 4 .Al/rilf gin (§ ) — 0
und dieser Ausdruck wird, falls 9 >0, fiir » = 0 unendlich
wie 7% oder (o — Ry V.

Nun geniigt @ aber nicht der Gleichung (a), sondern der
Gleichung (18°) 8. 62. Iithren wir auch in dieser », < an
Stelle von z, ¢ ein, so lisst sich dasjenige particuliire Integral
der transformirten Gleichung, welches dem ersten Gliede von
c) entspricht, fiir kleine 7 in eine nach steigenden Potenzen
von 7 fortschreitende Reihe entwickeln von der Form:

d) @ = Ar% cos 39 4 f, (9 )+ oF £, (9) +

wo die f gewisse endliche, nur Cosinus der Vielfachen von
19 enthaltende Summen (Lustellen Durch passende Bestim-
mung der in den f enthaltenen Constanten kann man es er-
reichen, dags jeder der Summanden von @ den obigen Grenz-
bedingungen geniigt. Aus dem Ausdruck d) aber ergiebt sich

hingichtlich des Unendlichwerdens von f(é]%) dasselbe Resultat
wie aus c).

43) Zu S. 64 und 65. 7Zu den Entwickelungen S. 64 und
65 ist Folgendes zu bhemerken. Wie schon in Anmerkung 39)
(S. 110) gesagt ist, handelt os sich darum, passende Annah-
men iber die FFunctionen ¥’ und ¥” zu machen. Hingicht-
lich " ist das 8. 60/61 geschehen. Fiir die frither mit P’
bezeichnete Function, die jetzt im Innern der Rohre ¥, im
Aussenraume daweo‘en noch ¥’ genannt wird, ist diese Auf-
gabe moch zu losen. Die Annahme ¥;= @ wiirde den Be-
dingungen der Continuitiit (18%) nicht cfenuoren da letztere die
Erfilllung der Gleichung 8. 63 Z. 8 von unten bedingen wiir-
den; und dieser Gleichung gemiss die Coefficienten von @
zu bestimmen, ist micht moglich. Iis ist deshalb eine andre
Annahme zu machen, wobei zu beachten ist, dass der Werth

Ostwald’s Klassiker. 50. §
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A’ : . :
von Py erst zu hestimmen, die orm von ¢ und damit von
o

dm ’
 y abor gegehen ist. Als passende Annahme fiir ¥’ und
) O

W; ergeben sich die Ausdriicke (21¢) und (217), in denen

S

Y e il
i , Pp= ] — dw

"0 cos *l cos kr
/ st () :
. 7 .
gesotzt ist, wihrend ¢ den Werth (21%) hat, / aber mittelst
der Bedingung (21) zu bestimmen ist. Da fiir Punkte in der
Nithe der Oecffuung cos A7 == 1 ist und daher P, dort ein
einfaches Potential davstellt, so kommt die Bestimmung von
{ auf einc bekannte Aufgabe der Potentialtheorie hinaus, die
fiir den hier in Irage kommenden Fall des Kreises stots 15s-
bar ist (vgl. Heine, Handbuch der Kugelfunctionen, zweite
Auflage, Theil II, 8. 130). »

Dass ¥ und ¥; den Bedingungen (18%), (18°) und der
ersten Gloichung (18°) geniigen, bedarf keiner weiteren Kr-
liuterung. Dass auch der zweiten Gleichung (18¢) Geniige
goschicht, beruht auf der bekannten Wigenschaft des I'lichen-
potentials, nach der, falls = die Normale in einem Punkte
einer anziehenden IMliche ist, deren Potential mit V bezeich-

dVv

net werde, e X — 2wz fir kleine positive a wird,
ar

dagegen ((i = X - 2zr% fiir kleine negative #, wihrend
v
X die normale Anzichungscomponente fiir den Ifall darstellt,
dass 2 von vorne herein constant == 0 gesetzt ist; » bezeich-
net die Dichtigkeit im Punkte = = 0 (vgl. Heft 2 der Klag-
siker, 8. 24). Nun konnen in der Nihe der Réhrenmiindung
L; und P, als Potentiale der mit Masse von der Dichtigkeit
¢, resp. / belegten Oeffnung angesehen werden, und fiir diese
Potentiale ist X =0, da die anziehende Fliche in der Ebene

2 =0 liegt. Hs ist daher

: e d P ¢ dE ;

fiir kleine positive z: ——f = —2wu1, = 27,
dz dx
AP’

-——-:—-L',‘/'-— 4 ;
g o 27 (1 -+ 1)
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fiir kleine negative z:

(/A[)' 2 x (11)5 ’
7,’ = 21, T = “+ 2,

AP,  do ;
(-/T B + 270 (t—l) = —27(2--])
nach (21%).

44) Zu 8. 66. Im Vorhergehenden sind " und ¥; durch
O bestimmt. Von letzterer Function kennt man zwar die Form,
doch enthilt der Ausdruck fiix @ [(19), resp. (22)] unendlich
viele willkiirliche Constanten. Je nach Wahl derselben erhiilt
man verschiedene IFunctionen ¢, und fiir jede derselben lie-
fert die Bedingung (158Y) die IPorm des nichg cylindrischcn
Theiles der Rohrenwand. Die Bedingung (18%) sagt aus, dass
die Linie 7 in einer Fliche ¥, = Const. liegt. Da #n die
Normale der Rohrenwand bezeichnet, so bildet letatere eine
zu allen Wlichen #; = Const. senkrechie Rotationsfliche.
Gleichung (22*) ist die Differentialgleichung, aus der sich fiir
eine gogebeno Function ¥, die Stromungscurven, d. h. die zu
allen I'liichen ; = Const. senkrechten Curven, ergeben. Die
Rohrenwand selbst wird von solchen Curven gebildet.

Die einfachste Annahme iiber die in @ enthaltenen Con-
stanten ist die im Anfang des § 9 gemachte, dass alle Co-
efficienten /¢ verschwinden. Damit erhiilt man die einfachsten
Rohrenformen.

45) Zu S. 67. Is handelt sich hier um die Aufgabe,
eine gegehene Masse derart auf einer Kreisfliche zu verthei-
len, dass das Potential fiir alle Punkte des Kreises constant
ist. Die Losung dieser Aufgabe sowie der entsprechenden
fir eine Kllipse leitet man am ecinfachsten aus der Losung
der analogen Aufgabe fiir ein Ellipsoid ab. Bekannt ist (vgl.
Heft 19 der Klassiker, S. 83 {.), dass das Potential einer
unendlich diinnen, von zwei concentrischen, &hnlichen und #hn-
lich liegenden Ellipsoiden begrenzten homogenen Schale fiir alle
Punkte der Grenzfliche der Schale wie des inneren hohlen
Raumes einen constanten Werth hat, und zwar ist derselbe:

__ij i —
Via* 44 (0* 4 ) (¢ + o)
falls M die Masse der Schale, «, 4, ¢ die Halbaxen des Grenz-

ellipsoids bezeichnen. Zugleich erhiilt man das Potential der
Schale fiir #ussere Punkte z, y, z, wenn man als untere

]k
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Grenze des Integrals ¢ an Stelle von 0 setzt, wo = die positive
Wurzel der Gleichung
z y? 22

O NS TS % =1

i A e S F ¢
ist. Die Diehtigleit o in einem Punkie z, 7, = der Schale
ist der Dieke der Schale proportional und hat den Werth

M4

T dwabe’

falls mit 2 das vom Mittelpunkt auf die Tangentialebene des
Punktes =, 7, z gefillte Loth hezeichnet wird. Nun ist

| 2" - Vh i z>
N H1 et!
und da
z* Y- ot
e
« b* ?

ist, so geht der obige Ausdruck fiir 0 in folgenden iiber:

. M

0= - — -
dnbelV 1=t n? Lt 42
I/L./)CV e a ([)1 i—c‘)

Das Resultat gilt noech, wenn ¢ kleiner und kleiner und
schliesslich = 0 wird. Dann geht das Ellipsoid in eine El-
lipse mit den Halbaxen &, ¢ iiber. Masse von der Dichtigkeit
0 ist in diesem Grenzfall aber auf heiden Seiten der Ellipse
vertheilt. Falls man die beiderseits liegenden Massen zusam-
menfasst, wird daher die Dichtigkeit in einem Punkte der Il-
lipse

A
5 !

. 78
()l == ,‘l =
2rdel)/1 — L2

und ihr Potential ;

Noo)
V,=1M o :

o Vi 4 t) (* 1)
Geht die Ellipse in einen Kreis iiber, so wird b = ¢ = R,
und wenn man noch y* - z* == o* getat, so erhilt man

ol e

v
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g M
d, = o e
20 RV R — 0*
PR dt M
V=i — =
b /o (R24-HVe B 2

Aug beiden Gleichungen folgt:

0, == T
VT ey e !
VR — ¢?
und fiir V, = } B, 0, =/ ergeben sich die Formeln des

Textes.
Will man umgekehrt zeigen, dagg fiir die Dichtigkeit

wo m eine gegebene Constante, das Potential des Kreises in
allen Punkten des letzteren denselben Werth hat, so wird man
am besten Polarcoordinaten einfithren, deren Pol der ange-
zogene Punkt ist.

Iiir dussere Punkte wird das Potential des Kreises

; o it M Vi
Vi=4tM s v S5 punly (~——-)
e -/, B ave RO\

wo ¢ die positive Wurzel der Gleichung |

0* o
R '1:+ o ;
ist.

46) Zu S.68. Ist R;: R endlich, so ist nach 8. 45 B
von der Ordnung Ae, daher tang Zo und mithin aueh /o
gelbst von der Ordnung /Ae.

47) Zu S.68. Mit den Worten: »Die Bedeutung der
Function y setzen wir durch folgende Gleichung fest« ist
Folgendes gemeint. Die Function y ist durch die partielle
Differentialgleichung (22*) bestimmt. Die allgemeine Lisung
derselben enthilt eine willkiirliche Funetion, und iiber diese
wird, indem man fiir ¢y den Ausdruek (24) nimmt, eine Fest-
setzung getroffen. Dass der Ausdruck (24) der Gleichung
(224 geniigt, wird hinterher gezeigt.
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Dasg unter dem Integralzeichen z cinen constanten Werth
behiilt, heisst nur: bei der Ausfithrung der Integration ist
als von ¢ unabhiingig anzusehen.

48) Zu S.70. An Stelle der Worte: »die neue Masse«
steht im Original: »die neue Dichtigkeite.

Dass die Potentialfunction /% eines Kreises durch die Ab-
leitung der Potentialfunction 7~ eines nach einer Seite sich
ins Unendliche erstreckenden Cylinders ersetzt werden kannm,

dw .
erkennt mau so: Um dw "0 bilden, muss man den ange-
zogonen Punkt in der Richtung » um 4z verschieben. Statt
dessen kann man die Lage jenes Punktes unverindert lassen
und den Cylinder in dor entgegengesetzten Richtung um Az
verschiehen, also mach der Seite der negativen z, wenn 4z
positiv ist. Die Differenz der Potentiale des Cylinders in
beiden Lagen, dividirt durch 4z, ist das Potential der Kreis-

’ . : , AW ’
geheibe. — Ihenso kann hei der Bildung von T an Stelle

der Verschiehung des angezogenen Punktes in der Richtung
-} 4 eine solehe des Cylinders in der Riehtung -—y treten.
Die Differenz der Massen des Cylinders in beiden Lagen kann
als eine die Oberfliche des Cylinders mit der Dichtigkeit
— ljjz cos w bedeckende Schicht angeschen werden, wenn — T
die constante Dichtigkeit des Cylinders ist. — o ist hier un-
zweckmiigsiger Weise in doppelter Bedeutung gebraucht, ein-
mal zur Bestimmung der Lage des angezogenen Punktes,
nachher zur Bestimmung eines Punktes der Masse.

Uchrigens ist zu beachten, dass zwar JJ” selbst unendlich
gross wird, seine Ableitungen aber endliche Werthe haben.

Die Gleichung

dw

R
. dz

2

ergiebt sich auch leicht dureh directe Rechnung. Sind nim-
lich @, 7, v die cylindrischen Coordinaten eines Punktes des
Cylinders, 2, o, 0 die des angezogenen Punktes, und setzt man
zur Abkiirzung

(2 — a)* + (0 — 7 co8 w)? - 72 sin® @ = ¢*, —

80 ist
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Ny 27
W = ()f (la/ 7'(17'/ {19.
0 J 0 C

Da
1 1
d— d —
C 14
de da’

P on i
30 kann man in —,— die Integration nach « ausfihren, und
dx

dag iibrig bleibende Doppelintegral stellt /2; dar.
Ferner ist:

L 1 1
d— Vi d—
€ __reosw—g e | sinw e
—== = = — 08— + —
do ¢ r dw
. AW . : .
Setzt man dies in den Ausdruck fiir -y und integrirt theil-
( Q
weigse nach 7, resp. nach w, so heben sich die dreifachen In-
P dw
tegrale fort, und man erhilt fir 3, = — - den  Aus-
o

druck (26).

49) Zu S.71. Der Uebergang von (26) zu (26%) erfordert
eine liingere Rechnung, deren Ausfithrung Anfiingern Schwie-
rigkeiten bereiten diirfte, und die deshalb hier Platz finden
mag.

Zur Abkiirzung werde

R+ o*—2Rgcosw = A*

gesetzt. I'tihrt man zuerst die Integration nach « zwisehen
dcu Grenzen 0 und /7 aus, wo /4 von o unabhiingig, sonst
beliebig ist, so ergiebt sich:

Al da
5 vm
—log[h—z + V{h—a)* + 23] — log [—2 + Va? o 4%)

= log (/I—"L) 4 10};‘| ok Vm.l

— log ‘»—« @ 4 Vat + 23).
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Ferner ist fiir jedes /:
o
f log (fh—2) cos wdw == 0.
0

Liisst man nunmehr /4 == oo werden, so verschwindet bei der
Integration nach  auch das niichste Glied. s bleibt:

AR 2271

4ot o

&= log [— 2 4 Va¥ + 23 Jeos wdw

woraus durch theilweise Integration

AR?*o /'2” sin®* wd w
v Va2 [—z+ Va4 2
AR s/ sm“‘ 0] dw % /'”z sin® w clw}
27 /o }le/x'l—i—-lﬂ

i 47 «

folgt. Weiter ist

sin®
~7
__cosw R* 4+ 0*  (R*— %> 1
T 2Re T AR AR R 9*—2Rgcosw’
daher
I R 71 2 22
/ sin ,(id“ ", /10 ; s]gz’. S - (R ) ghi
Jo A 4 *p* [ V(R? + 0%)* — 4 R*o?

Da die Quadratwurzel den positiven Wurzelwerth bezeichnet,
50 ist

VT ot 2 o

sin*wdw 76 oo e

/ ———— = — fiir ¢ > R,

J A? 2 0* ’

)1)2 tiv 22 > 03
und man erkennt, dass der erste Theil von y, gleich der im
Text mit — ¢ bczelchueten Grogse ist.
Im zweiten Theile von y, wende man dieselbe Partial-
in2
sin? w .
bruchzerlegung fiir 78 e, wie oben, setze dann
v
W= —2u,
80 erhiilt man:
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T — ARz /"‘-”” du i

. C =

- 22 Va? + (R4 00 V1—u*sin*u

{ R A-g* | (B —p*P 1 |
‘_ws““—k—)b’g 2Ro ([\’,—l—g)”l~—4/€£)sin'3u§ g

oo AL .
Driickt man das Verhiiltnigg 'y durch %, sin 9 aus und be-
achtet, dass, da 2 negativ, cos J aber positiv ist,

— %, 08 I (L2 )
%

X =

wird, so ergiebt sich:

1 .
AR %, 608 2 gin® udu
%o e = ——ﬁTf e —
V1 22 sin* 970 V1—uisin®u
. a1y 9 R T T L
%, 8in 9 2T 2 gin 9 cos O V1 — %2 sin® & sin® wdu )

TR e Y - 8 00 8 T V] o ah aint g
L—aisin®dJo 1 — (1 — %2 sin* &) sin® w] V1 — »?* sin® u,s

| O
Das erste der Integrale rechts hat den Werth ;é(IL—E),

das zweite nach Legendre (Traité des fonctions ellipt. T. I,
Chap. XXIII, 5. 1'38 vgl. auch nneper, Elliptische Fune-
tionen, 2. Auflage, S 46) den Werth

L 4 (B — B By K

und somit geht die letzte Formel fiir y, unmittelbar in die
(yleichung (26%) des Textes iiber.
Uebrigens nimmt dag zweite Integral, wenn man

et S . . > 3 e i .
]/l — %% gin* 9 == « sinam (¢¢ 4+ K — ¢ K'), sin = sinam »

setzt, die Jucobi ‘sche Normalform des vollen elliptischen In-
teglals dritter Gattung an, und die Anwendung bekannter
Formeln der elliptischen Functionen ergieht ebenfa,lls den vor-
her angefithrien Werth.

50) Zw S. 72. Nach der am Schluss von Anmerkung 45)
(S. 117) angefithrten Formel wird P}, das an dem Kreise 72
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&

den constanten Werth B annimmt, fiir Punkte ausserhalb
des Kreises

; M i
P, = = arctg ( _) :
R " \ye
Ferner ist 3
BR
W )l.’
A
und #, die pogitive Wurzel der Gleichung
z 0*
== o s~ ] l
T a R )
ist nach der hier eingefiihrten Bezeiehmung = £2*s*, also
, B 1
P, = — arctg (~) .
VA &

Iir das Folgende ist zu beachten, dass eine Stromungs-
curve sowohl (nach S. 66) dureh @y, = Const. dargestellt
wird, als auch durch g¢==Const., da auch die Curven w = Const.
auf den Flichen gleichen Potentials senkrecht stehen. Beim
Fortschreiten auf einer Stromungscurve indert sich allein «;
da @y, sich nicht dndert, so ist ¢y, von s unabhingig, hat
also fiir beliebige s denselben Werth wie fiir s = 0; d. h. in

o)
dem Ausdruck fiir %, kann man iy durch seinen Werth an

dz

3 " dP 5
der Rohrenmiindung, d. i. durch —7—’ ersetzen; natiirlich muss
dx

man gleichzeitig auch in ¢ s == 0 setzen. — Der Werth von
(l]')[ i " .

o s ergiebt sich auch ohne jede Rechnung aus dem bekann-
ten, gchon in Anmerkung 43) benutzten Satze der Potential-
theorie. Nach demselhen ist auf der Seite der negativen z:
tl,_[:)l 3 -

T 27, und 7 ist aus (23°) bekannt.

Was die Vorzeichen betrifft, so ist s stets positiv zu
nchmen, da oben V7 den positiven Wurzelwerth hezeichnete.
In Folge dessen muss y das Vorzeichen von z erhalten, und
da es sich um negative x handelt, ist x negativ zu neh-
men. Im Original hat, abweichend von dieser Festsetzung,
e iiberall das positive Zeichen. Aus dem oben angefiihrten
Grunde war eine Aenderung des Zeichens erforderlich.
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51) Zu S.72. Der folgende Ausdruck fiiy — w ergiebt
gich nicht aus dem Niherungswerthe Z. 13, sondern aus dem
genauen Werthe von g. Um letzteren zu erhalten, eliminire
man s aus den beiden letzten Gleichungen 8. 71, so fol}rt;

BV ERSEE - L

p\

o . 0 1 — % sm I
I) =, und == :
L L 1 + %, sin &
Dags hier
- R — 0
%, 8in 9 =
: 3 —{— 0

gesetzt wird, vluicho-iiltig, ob 72 oder p das Grissere ist, wider-
spl‘lcht der Seito 7 getroffenen Festsetzung,  Will man mit
dieser Iegstsetzung in Uebereinstimmung blmb(,n (und das ist
weiterhin 8. 73 eriordmhch), 80 muss man in der Formel fiir
— u (itber das Vorzeichen vgl. die vorhergehende Anmerkung)
= sin g an Stelle von sin 9 setzen; und es gilt das Zeichen
- fiir B> o, dagegen das Zeichen — fiir o > R.

Die Formel Z. 5 v. u. enthilt im Original einen Druck-
fehler.

Die letzte Gleichung 5. 72 ergiebt sich folgendermaassen.
Da die durch die Gleichung

(a)  o(xo -+ %, —%n) = Const
dargestellte F'liiche durch den Rand der Oefinung gehen soll,
g0 miissen die Werthe z==0, o= R der Gleichung (a) ge-
niigen.  Demnach ist Const. der Werth, den die linke Seite
von (a) fir ==0, ¢ == R annimmt; d. h. es ist

: (D (U“;z- (/1
Const ——:/0 (}/;;;:' £ = Pt o )Q(/o.

Nun ist nach (21 und (217)

d W : {/I)L (17]),__112[;!'__‘([1[‘;’

dr Cdz dx . dz T dz
also i
BT ' rdip!
Const '/ e U(/r) — / dw
Jo dz Qevd  dz v !
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wenn o ein Flichenelement der Oecffnung bezeichnet, und
nach (22%) 8. 67 ist

L pdw’
2d  da

52) Zu S.73. Hinsichtlich der Ableitung der Niherungs-
formel ist Folgendes zu heachten.

a) In derselben ist ¢ > R angenommen (der Grund
dafiiv wird sich weiterhin ergeben). Iis ist deshalb (vgl.
vorige Anmerkung) in der Formel fiir w S. 72 — sin 9 an
Stelle von sin <) zu setzen; denn da in 7, die Festsetzung
getroffen ist, dass sin <9 immer positiv zu nehmen sei, muss
nothwendigerweise diese Iestsetzung auch bei g, getroffen
werden. Durch Entwickelung nach Potenzen von sin 4 folgt

dw = ;,A]’f .

dann:
V 2%, V I — sin 9
—p =
: 1%, 1 — %, sin
2% L=ty
==V~ Ll — ——~gin 9 — § sin® ¢
14 =%, 2
falls man schon — }x, sin* 9 + 3% sin* ¥ in der Klammer
vernachliissigt. Da ferner fiir /2 == £, nach 5. 68
B=—luRkd
wird, so erhilt man:
A R?
- Qx// e 4
A R? 1 —_— 1—x . %, sin? 9
= j : "*‘_';,_;;4‘."1/2%,‘_ “‘.';‘.I”/.,Slll 9 — ! =) *
1 Vidx,| Vaz, 1Y 2%,

b) Entwickelt man in den Integralen I, Iy (8. 71)

. s [ s
die Quadmtwur'/el und bedenkt, dass sin @ < sin ', 80 ist
schon % sin® w gegen | zu vornachhxs&gen. s wird dmnmch

_I’t) == _Z/l) = J )

und fiir 9 kann mwan bei der vorliegenden Niherung sin 9
setzen , fiir cos & aber | — 1 gin* 9. Endlich ist fiir ¢ zu
4 P
setzen e S0 ergiebt sich:
¢
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ARo (2
oy, = i, A L:’-(l E) (1 — 1 sin* 9
= e
. atl AR
— %, 8in 9 [Low — I sin 9| —
2 f 4
¢) Setzt man die vorstehenden Ausdriicke nebst
0%y = } Ao*
in (27") ein, setzt ferner R, = R, dividirt durch | A R?
und beachtet, dass bei der vorliegenden Niherung
0 ¢’

5 = 1 4 2%, sin 9, = I - 4%, sin 9

wird, so ergiebt sich die letzte Tormel S. 73. Dieselbe ent-
hilt iibrigens im Original einen Druckfehler. Dort steht in

2%, 2
der letzten Klammer filsehlich T;' (I — I7) statt o (I— 1),
Vi

d) Wiirde man statt ¢ ~> R die Annahme o < R zu
Grunde legen, so wiirde man ganz dieselbe NLhelungsfmmol
cerhalten, nur dass der zweite, mit %, sin 9 multiplicirte Sum-
mand das entgegengesetzte Vorzeichen hiitte.

Nun giebt die numerische Rechnung mittelst der Niihe-
rungsformel fiir alle %, einen positiven Werth von sin ¢ nur
unter der ersten Annahme ¢ ~> R; mithin ist, da sin 9 stets
positiv genommen werden soll, allein die erste Annahme ¢ ~> R
zutreffend.

Legendre's Tafeln der elliptischen Integrale finden sich
in des%en »Traité des fonctions elliptiques«, T. IL

2% Zu S.73 und 7T4. Die erste Formel S. 74 enthilt
im Original einen Fehler, indem dort im Nenner 1 -}~ %, sin 9
gtatt 1 — =, sin 9 steht. Die falsche Formel ist auch der
folgenden numerischen Rechnung zu Grunde gelegt. DBei An-
wendung der richtigen Formel wiirden alle Zahlen der Co-

)

lumne ¢ ; L ein wenig grosser ausfallen, doch nicht erheb-
lich. — In der Ueberschrift der letzten Columne fehlt im Ori-
nmal das Zeichen —.

53) Zu S. 74. Im Onofmal lautet die letzte IFormel S.

0 — ]L 2R —2a — R b
s e e} =y —
o ST \9R 4= lt e
Dass die letztere Formel richtig ist, erkennt man aus Fol-
gendem. In grosserer Kntfernung von der Scheibe ist 2* sehr
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gross gegen I2* und ¢*, daher % sehr klein. Nun erhiilt man
fiir kleine z durch Entwickelung nach Potenzen dieser Grosse:

E_B_ [ itods__ x4 ey gpato,

Vl — %3 3111‘ w 4

ij ey + 7:/")‘ >}— ']32'18‘%'1 -—I—- 6y

Setzt man diese Ausdriicke in die letzte Gleichung S. 73,

nachdem man durch %, dividirt hat, so erkennt man, dass

sin 9 von der Ordnung »' ist. Man "kann daher sin® ) ver-

nachlissigen und in dom Factor von sin ¢ die mit »* multi-

plicirten gegen die von % freien Glieder. Dann ergiebt sich:
PyL |

% : %2\ 2
( | e i 1 . * N ’._‘—-‘ " ¥
0 l)s—{—sm y S d. h. sin 9 (32)

Mit derselben Niherung wird
i SRR o o g
BT MEl e T T8
mithin
Q=== R R »
R, g
54) Zu S. 74 und 75. Die erste Formel S. 75 leitet man
folgendermaassen ab. Tiir sehr kleine Werthe von x, ist

4
B, oo (,)

(vgl. L('gemhc Traité des fonetions elliptiques, I, Chap. XIX,
Durége, Theorie der elhptxschen l“unctwnen, § )0) Ferner
wird

l’ —e— I

Demnach erhiilt man, wenn man alle Potenzen von %,, die hoéher
als die erste sind, vemaohla%lgt folgende Niherungswerthe:

st f/ cos J[log (—I)~— IJ
s 1 %

0% =
AR?
— %, sin I [Lw — JJ[——4 ~
A R? D b o R PV N SR S
i ko e 2%,(1 — sin &)

1
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[vgl. Anmerkung 52)]. Die Substitution dieser Ausdriicke in
('27"), in der R, = I zu sotzen ist, giebt nach Division
Lig,

Vs

' 4 i .o [ ,
%, €08 [log (y’) — 1 I — %, sin J (2, — ,,.)

——y—r—Z}V’ l/l—qm_'n‘)—l— (Q —1‘/)x0.

durch

IFerner ist bei der vorliegenden Niherung

]l 0 In) A
V2x, = V2%, = -— - = 4%, sin 4

0 Vi 0
zu setzen. Nach Substitution dieser Werthe und Division durch
%, 08 O geht die letzte Gleichung unmittelbar in die erste
Gleichung 8. 75 iiber.

Die Formel Z. 6 folgt so: Durch Division der beiden ersten
Gleichungen 5. 74 erhiilt man

g 3 % o

=g tang =3 VY —Vx.

%y
Ferner ist
"l/7 V’ V]a 0

ap Tl e e

. [/x“ (R — 0)*
wiihrend V% sehr nmahe = 1, Rg sehr nahe — Z* ist. —
Dass # gegen ¢ — [ sehr klein ist, folgt aus der vorstehen-

(e

den Formel fiir gjg—;, da in derselben » nahe = 1, & naho

= Y ist.

o R
55) Zu S. 70. = st in der ganzen Oberfliche = 0
dn )

ausser in den Oeffnungen, wo es endliche, von % unabhiingige
: AP .
Werthe hat. Daher ist 42 oy fiir £ = 0 auch in den Oeff-

d : A
nungen == 0, “% yerschwindet mithin an der ganzen Ober-

dn
fliche. Dags im ganzen Innenraume y == Const. ist, folgt aus
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dem Green’schen Satze, demselben, der S. 77 auf die Fune-
tion ¥ angewandt wird [vgl. Heft 61 der Klassiker, S. 121,
Anm. 9)]. — Das fiir den Fall £ =0 Gesagte soll nur .;,ls
Vorberoitung fir das folgende Resultat dienen.

55% Zu S. 77. Multlpllcut man Glelchuu«f (28) mit &2 -
80 1‘3t die linke Seite von der Ordnung &*n*; daq .elste Glied
rechts ist von niedrigerer Ordnung. Im zweiten Gliede rechts
ist f/"dw von der Ordnung 1, da “ nicht nur in den Oeff-
nungen, sondern an der ganzen Wand von Null verschieden
sein kann. Das zweite (lied awechts wird also von der Ord-
nung &*%*r ¥, und damit ¢*% endlich werde, muss 4*» von
derselben Ordnung sein wie &*p*. .

Zu Gleichung (28") ist zu bemerken: Da & 2P'0 c‘ndlich
ist das Raumintegral rechts von der Ordnung —L(—;~ 2”7—'8’
falls /8" das Volumen von /& ist. .S ist aber von der Ordnung
7%, also jenes Integral von der Ordnung 1] 72, withrend d.w
Flichenintegral rechts von der Ordnung #* ist.

55Y) /u 8. 78, Da ¥ ein (xeschwmdlgkutspotential dar-

s s s

stellt, sind (—]l i{) fl‘r_
dz

s

die Geschwindigkeitscomponenten
dz’ dy
di
parallel den Axen. Andererseits ist —— T die ganze Geschwin-

digkeit, da die Componenten senkrecht zu 7 verschwinden.
Folglich ist

A !/ dP\? dP\? ((/‘I'f)‘*’
In = (/z) 2 (77) e
und
: /?)‘
T dn=d.
p

56) Zu 5. 79. Ist dn eine unendlich kleine Linge auf
dbl inneren Normale eines Punktes £ der Oberfliche, so ist
— dr die Projection von dn auf », da r nach aussen W(ichst.

dr : ;
Also ist 7 a der Cosinus des spitzen Winkels zwischen 7

L 7%
P : . .
und der Normale; und — ist der Cosinus des gleichen Win-
pe

kels. § bezeichnet das Volumen des Raumes 5.
Wag den constanten Werth ¢ betrifft, so ist zu beachten,



Anmerkungen. 129

dass die in (25°) mit ¥ bezeichnete Function, da sie der Gleichung
VW - 5P = 0 geniigt, dieselhe Function ist, die friiher
mit ¥’ bezeichnet war. Daraus folgt, dass, wenn die jotzt
mit ¥ bezeichnete Munction innerhalb S den constanten Werth
' hat, die friihere I'unction ¥ (und um diese handelt es sich
weiterhin) den Werth € cos (27znt) besitzt.

57) Zu S.79. ls ist

H cos kx cos 2wnt

= L H co8 (kz -+ 2nwnt) - LI cos (— ka - 2nt) .
Der erste Summand rechts stellt einen Zug von Wellen dar,
die parallel der negativen, der zweite Summand von Wellen,
die parallel der positiven z-Axe fortschreiten. Dass der zweite
Zug durch Reflexion des ersten an der yz-Ibene entstanden
ist, folgt daraus, dass die Ableitung des ganzen Ausdrucks
nach 2 fiir 2 = 0 verschwindet.

Dag Integral in (29), in dem 7 die Entfernung cines diusse-
ren Punktes von cinem Punkte der Oeffnung bezeichnet,
das Potential von Wellen, die von der Oeffnung ausgehen.

58) Zu S. 80. Die Seite 80 behandelte Aufgabe ist fol-
gende. Iiir das Innere des Hohlraums soll eine Funetion Y’
gesucht werden, die dort mit ihren Ableitungen endlich ist,
der Gleichung (%") goniigt und die ngcnsclmtt hat, dass %1011
in der Ocffnung 1111'e Werthe und die ihrer Ableltung nach x
continuirlich an die entsprechenden Werthe der durch (29)
definirten, fiir den Aussenraum geltenden Function ¥ an-
schliessen.  Augserdem soll die gesucllte Funetion in weiterer
Entfernung von der Oefinung = €' cos (2 /xnt) werden. Usbher
it sowie iiber die Comstanten /1, J in (29) kann man dabei
noch passend verfiigen. — (29¢) geniigt diesen Bedingungen.
Die beim Beweise benutsten Gleichungen (29*) und (299) er-
geben sich daraus, dass nach § 4 //LLOSL(}:- 7) do dieselben
Discontinuitiiten wie ein Potential besitzt, dass also die Ab-
leitung dieses Integrals nach = an der positiven Seite der
Ocffnung den Werth — 272/, an der negativen Seite aber
den Werth ~+ 27/ annimmt, wihrend die Ableitungen der
iibrigen Glieder von (29) nach z in der Oeffnung verschwinden.
In den Theilen der yz-KEhene, welche der Oeffuung nicht an-
gehoren, verschwindet die Ableitung des vorstehenden Inte-
grals und damit die Ableitung der Function (29¢) nach a;

Ostwald’s Klassiker. 50, 9
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d¥ . . .
= 0. IMir die nicht ehenen Theile der

d. h. dort ist
on

Wand aber verschwindet das Integral in (29¢) gegen (.
59) Zu S. §1. In Gleichung (289) ist » die innere Nor-
male, die in der Oeffnung die Richtung der negativen z-Axe

a¥ _d i -
hat.  Daher ist = ; und da, wie sehon oben [An-
dn — dz

merkung 56)] bemerkt ist, in (25°) ¥ nicht das ganze Geschwin-
digkeitspotential hezeichnet, sondern nur den von der Zeit unah-
a®P
dx

In weiterer Entfernung von der Oeffnung verschwindet im
Auggenraume das Integral in (28). Dort ist daher VI g0
dem Maximum der Verdichtung proportional; im Hohlraum
ist in weiterer Entfernung von der Oeffnung die Maximalver-
dichtung proportional . Daher wird die Resonanz des Hohl-
raums durch das Verhiltniss C':V7/* 4 .J® gemessen. Bei
del Ermittelung  der stiirksten Resonanz wird die Grisse
& & M* gogen 1 vernachliissigt.

Betrefts des Werthes von M fiir kreisformige Oeffnungen
gl. Anmerkung 45). Da M die zum Potentialwerth 1 ge-
horige Masse bezeichnet, so ist 1 = JILI/;

60) Zw S. 84. Nach Anmerkung 45) ergiebt sich der
Werth von M fir eine Ellipse mit der Axe 4 und ¢ aus der
Gleichung

hiingigen I"actor desselben, so ist nach (299) — = 2mh .

/ (/ t )
Vil + 9@+ 1)
Ist

0 geht die vorstehende Gleichung durch die Substitution
Vi = R cotg w
in folgende iiber

e M A d tu_‘* =B M K.
B V- sin® 0 R §
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U

a8y ————— > 1 ist, lisst sich folgendermaassen bewei-
ass 4
2K Ve,
sen. Wie eine leichte Rechnung lehrt, ist fiir 0 <7 o < Ja:
| — & sin* w > (cos* w - &, sin® 0)*
daher
|
Y1 — &sin®w cos® 0 -+ &, sin* '’
also ) ;
w47 w oy ol
"‘—'—.._.:_—._—___._‘ / / b i LY )
Jo Vi—e&sinfo Jo cos' w4 g sin* o
d. h.
= 7C |
K< 5
2 Ve,

61) Zu S.85. Die Formel Z. 6 enthilt im Original einen
Druckfehler.
62) Zw S. 85. Auch (31*) ist im Original nicht ganz

’ VAR
viehtig. Dort lautet rechts der zweite Summand :)—‘— gtatt

k* S\ B
(iﬁ)'
alle a. S., October 1896.
A. Wangerin.

o
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